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Trigonometrie 
Satz 1: Der Sinussatz gilt in allen Dreiecken 

  z.z.:      
a

sinα
 = 

b

sinβ
  = 

c

sinγ
                                        | bottom up 

  nun:      
a

sinα
 = 

a

h/b
 = 

a∙b

h
 = 

a∙b

a ∙ sinβ
 = 

b

sinβ
               

Satz 2: Der Kosinussatz gilt in allen Dreiecken 

  z.z.:       c2  =  a2 + b2 – 2ab∙cosγ 

  nun:       c2  =  h2 + q2                                                 | Pythagoras 

  =  (a ∙ sin γ)2 + (b-p)2                               | binom. Formel 

  =  a2 ∙ sin2γ + b2 – 2bp + p2                       | p muss durch cos γ ersetzt werden 

  =  a2 ∙ sin2 γ + b2 – 2b(a∙cosγ) + (a∙cosγ)2     

  =  a2 (sin2γ + cos2γ) + b2 – 2ab∙cosγ          | sin-, cos-Definition    

   =  a2 (   
h2

a2   +    
p2

a2   ) + b2 – 2ab∙cosγ          | Pythagoras 

   =  a2 + b2 – 2ab∙cosγ          

   Bem: Der verwendete Pythagoras-Satz  muss noch bewiesen werden. 

           nun:   c2 = (a + b)2 – 2ab             | Aweiß = Agesamt – Agrün 

                        = a2 + b2              

Vektorgeometrie 

Satz 1: Mit der Rechenweise  a 
○ b 
 := a1b1+ a2b2+ a3b3 kann man tatsächlich den Winkel zwischen  a 

 und  b 
 ermitteln.    

  z.z.:   a→○ b→ = | a→|∙| b→|∙cos γ      und somit γ = cos–1 
a→○ b→

| a→|∙| b→|
   

  nun:  a→○ b→  = a1b1 + a2b2 + a3b3                                   | bottom up 

  = 0,5 (2a1b1 + 2a2b2 + 2a3b3) 

  = 0,5 [a1
2 + a2

2 + a3
2  + b1

2 + b2
2 + b3

2 – (a1 - b1)
 2 – (a2 - b2)

 2 – (a3 – b3)
 2 ] 

  = 0,5 ( | a→|2 + | a→|2 - | a→- b→|2 )               | s. Zeichnung  

  = | a→| ∙ | b→| ∙ cos γ                      

Satz 2: Für die Skalarmultiplikation gilt immer Kommutativ- und Distributivgesetz. 

  z.z.:      ( a→+ b→)○ c→ = a→○ c→ + b→○ c→    

  nun:      ( a→+ b→)○ c→ = (a1+b1)∙c1 + (a2+b2)∙c2 + (a3+b3)∙c3 = a1c1+b1c1 + a2c2+b2c2 + a3c3 +b3c3 = a→○ c→ + b→○ c→     

       z.z.:      n→┴ a→ und n→┴ b→   d. h.  n→○ a→ = 0 und n→○ b→ = 0  

  nun:       n→ ○ a→ = a1a2b3 – a1a3b2 + a2a3b1 – a1a2b3 + a1a3b2 – a2a3b1  = 0       

       z.z.:     | n→| = APara   oder    | n→|2 = APara
2           

  nun:      | n→|2  = (a2b3-a3b2)
 2 + (a3b1-a1b3)

 2 + (a1b2-a2b1)
 2 

                = a2
2b3

2 + a3
2b2

2 + a1
2b3

2 + a3
2b1

2 + a1
2b2

2 + a2
2b1

2 – 2(a2a3b2b3 + a1a3b1b3 + a1a2b1b2)     | bottom up 

 = (a1
2 + a2

2 + a3
2)∙(b1

2 + b2
2 + b3

2) – (a1b1+ a2b2 + a3b3)
 2 

 = | a→|2 ∙ | b→|2 – ( a→ ○ b→) 2                  | Winkelformel 

 = | a→|2 ∙ | b→|2 – | a→|2 ∙ | b→|2 ∙ cos2γ    | Ausklammern 

 = | a→|2 ∙ | b→|2 ∙(1-cos2γ)                     | sin2γ + cos2γ = 1 

 = | a→|2 ∙ | b→|2 ∙(sin2γ) 

 = | a→|2 ∙ | h→|2  

 = g2 ∙ h2 

 = (APara)
 2                 

        z.z.:  a→, b→, a→  b→ ist ein Rechtssystem; d.h. dreht man a→ auf dem kürzesten Weg auf b→, so hat a→ b→ die  

            Orientierung einer Rechtsschraube (rechtsherum, im Uhrzeigersinn = rein, zu).  

   nun:  Man drehe das im Ursprung startende Vektorgebilde a→, b→, a→ b→ als Ganzes so, dass a→ auf der x1-Achse in Richtung x1  

           und b→ in der x1x2 Bodenebene des Koordinatensystems liegt (der Drehsinn untereinander wird dadurch nicht verändert). 

             a→ b→ = 





a1

0

0
 




b1

b2

0
 = 






0

0

a1b2

 ,    wobei a1 > 0 (da in x1 Richtung zeigend)   

            a→   b→ zeigt somit nur dann „nach unten“, wenn b2 < 0 ist, b→ also im II. oder III. Quadrant liegt (sonst „nach oben“). 

               a→, b→ und a→ b→ bilden folglich ein Rechtssystem.       

h→ 

a→ 

b→ 

Beweistraining "Reden lernt man durch Reden.  
 Beweisen lernt man durch Beweisen." 

Satz 3: Die Rechenweise a→ b→:= 






a2b3–a3b2

 a3b1–a1b3

a1b2–a2b1

 liefert immer einen auf a→ und b→ senkrecht stehenden Vektor n→, seine Länge ent- 

            spricht genau dem Flächeninhalt des aufgespannten Parallelogramms und a→, b→, a→ b→ bilden immer ein Rechtssystem. 

a→ 

b→ 

a→ b→ 

 

a→ 

b→ 

a→ b→ 

 

a 

a b 

b 
c 

b 

c 

a 

b 
a 

a→ 
b→ 

a→- b→ 

γ 

               c2   =  a2  +  b2  – 2ab·cos γ 

  | a→– b→|2 =| a→|2+| b→|2–2| a→|| b→|cos γ 

 | a→|| b→|cos γ =0,5(| a→|2+| b→|2–| a→– b→|2 

a 

 

b 
h 

 

p 

q h 

 

c 

b 
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Satz 4: Die Formel zum Spatvolumen liefert immer das exakte Volumen. 

        z.z.:   ( a→ b→)○ c→ = V Spat 

   nun:   ( a→ b→)○ c→ =  n→ ○ c→                        | Winkelformel 

                              =  | n→| ∙ | c→| ∙ cos α          | cos-Definition 

                              =  | n→| ∙ | c→| ∙ h/| c→|        | | n→|= APara 

                              =  G ∙ h    =  V Spat         | V<0 falls n→ und c→ in unterschiedliche Ebenenhalbräume weisen (90°< α <270°)   

Satz 5: Die beiden Abstandsformeln liefert immer den exakten Abstand 

   z.z.:   
|AP

→
  v→|

| v→|
 = d g, P   bzw.  

|AP
→

○ n→|

| n→|
 = d E, P    

   nun:  dg, P = h = 
APara

GrundseitePara
 = 

|AP
→

  v→|

| v→|
   bzw.  dE, P = h = 

VSpat

GrundflächeSpat
 = 

|AP
→

○ n→|

| n→|
     

Übungssatz: In jedem quadrt. Quader sind die windschiefen Raum–  und Grundflächendiagonalen immer orthogonal.  

   z.z.:     e→ ○ f
→

  = 0 

   nun:     e→ ○ f
→

  = ( a→ + b→) ○ (- a→ + b→ + c→)                               | Distributivgesetz 

                           =  – a→2  + a→○ b→ + a→○ c→ – a→○ b→ + b→2 + b→○ c→ 

                             =     b→2 – a→2                                                    | da hier | b→| = | a→|, gilt a→2 = b→2  

                             =     a→2 – a→2   = 0                                 

Übungssatz: Hat ein Viereck 2 Paar gleich langer benachbarter Seiten, dann sind die Diagonalen senkr. (Drachen, Raute, Quadrat)  

   z.z.:         | a→| = | d→| und | b→| = | c→|         e→○ f
→

 = 0 

   nun sei:    | a→| = | d→| und | b→| = | c→|                           | c→ entfernen 

   | b→| = |- b→- a→- d→|               | Betragsstriche entfernen 

   b→2 = (- b→- a→- d→) 2                             | Distributivgesetz 

   b→2 = b→2 + a→2 + d→2 + 2 a→ b→ + 2 b→ d→ + 2 a→ d→      | | a→| = | d→|    

    0   =    2 a→2 + 2 a→ b→ + 2 b→ d→ + 2 a→ d→  | bottom up 

   0   =  - a→2 – a→ b→ – a→ d→ – b→ d→      

   0   =  ( a→+ b→)○(- a→- d→)  

    0   =       e→  ○   f
→

          

Übungssatz: Der Kosinussatz gilt in allen Dreiecken  (mit Hilfe von Vektoren) 

  z.z.:   | c→|2 = | a→|2 + | b→|2 – 2| a→|∙| b→|∙cosγ        

  nun:   | c→|2 = | b→- a→|2   | c→ entfernen 

                   = ( b→- a→)2    | Distributivgesetz 

                   = b→2 + a→2 – 2 a→ b→     | Winkelformel 

                   = | a→|2 + | b→|2 – 2| a→|∙| b→|∙cosγ     

Elementargeometrie 
Satz 1: a) Winkelsumme in allen Dreiecken 180°     b) in allen n-Ecken (n-2)∙180°      c) Satz des Thales .     

  z.z.:  

  nun:  

 

 

                                                                                                                                                                                                     

Satz 2: Die Mittelsenkr., Winkelhalb. und Seitenhalb. schneiden sich immer im Umkreis-, im Inkreis- bzw. im Schwerpunkt  

 Tipp:  Jeder Punkt einer Mittelsenkrechten ist gleich weit entfernt von den jeweiligen Eckpunkten  Umkreis  

           Jeder Punkt einer Winkelhalbierenden ist gleich weit entfernt von den jeweiligen Schenkeln  Inkreis  

           Jede Seitenhalbierende teilt das Dreieck in gleich schwere (flächengleiche) Teildreiecke  Schwerpunkt 

Satz 3: Kathetensatz und Höhensatz gelten in allen rechtwinkligen Dreiecken 

  z.z.:     | h→|2   = | p→| ∙ | q→|   für alle Dreiecke mit γ = 90° 

  nun:     | h→|2  =  h→2 = ( a→+ p→)  ○  ( b→+ q→)  = a→ ○ b→ + a→ ○ q→ + b→ ○ p→ + p→ ○ q→ 

                        =  0 + a→○ q→ + b→○ p→ + p→○ q→          

                         =  ( h→- p→)○ q→ + ( h→- q→)○ p→ + p→○ q→ 

                         =  0 – p→○ q→ + 0 - p→○ q→  + p→○ q→ 

                         =  - p→○ q→ 

                         =  - | p→|∙| q→|∙cos180°   

                         =     | p→|∙| q→|                  

a 
b 

c 

e 

f 

b→ a→ 

q→ p→ 

h→ 

a→ b→ 

c→ d→ 

A 

B 

C 

D 

a
→

  b
→

  

c
→

  

h1 

h2 
g 

0,5b 

0,5b 
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Satz 4: Die Flächenformeln von Parallelogramm, Dreieck, Trapez und Kreis stimmen immer  

  z.z.:  AKreis  = π r2 

  nun:  AHalbkreis = 
-r

r

r2–x2dx  = r∙
-r

r

1 – 
x2

r2 dx         |  

      =  r∙
-π/2

π/2

1 – sin2z ∙r∙cosz dz                | 1 – sin2z = cos2z 

     =  r2∙
-π/2

π/2

cos2z dz                                 | partielle Integration liefert: cos2z dz = 
1

2
 sinz∙cosz + 

1

2
 z 

     =  r2· [ 1
2

 sinz∙cosz + 
1

2
 z ]

π/2

–π/2
    

     =  r2 · 
1

2
 π        

Satz 5: Die Volumenformeln für spitz–zulaufende und für rund–zulaufende Körper stimmen immer.  

  z.z.:   VPyramide = 
1

3
 G∙h 

  nun:    Man unterteile die Höhe der Pyramide in n gleich große Abschnitte (hier n = 5) und erzeuge so (n-1) Prismen  

            der Höhe 
h

n
. Die Prismengrundflächen G1, G2, G3, … sind bezügl. Länge und Breite 

1

n
, 

2

n
, 

3

n
, … Mal so groß  

            wie G (Strahlensatz) d.h.  G1=(
1

n
)2·G,     G2=(

2

n
)2·G,     G3=(

3

n
)2·G,   … 

                   VPyramide  = lim
n→∞

 (V1 + V2 + … + Vn-1) = lim
n→∞

 (G1· 
h

n
 + G2·

h

n
 + … + Gn-1· 

h

n
) 

      = lim
n→∞

  
12

n2 ∙G∙ 
h

n
 + 

22

n2 ∙G∙ 
h

n
 + ... + 

(n-1)2

n2  ∙G∙ 
h

n
    

                      = lim
n→∞

  
G∙h

n3  (12 + 22 + ... + (n-1)2 )      | Formel mithilfe der Analysis finden 

                      = lim
n→∞

  
G∙h

n3  ( 
n3

3
 - 

n2

2
 + 

n

6
 ) 

                      = lim
n→∞

  G∙h ( 
1

3
 - 

1

2n
 + 

1

6n2 )          |  Grenzwertsätze 

                      = 
1

3
 G∙h                

   z.z.:   VKegel = 
1

3
 G∙h 

   nun:   Man lege den Kegel mit der Höhe auf die x-Achse und 

            lasse die äußere Kante k(x) = 
r

h
 x um die x-Achse rotieren. 

              VKegel = π 
0

h

  k(x)2 dx = π
0

h

 ( 
r

h
 x )2 dx = 

π r2h3

3h2  = 
1

3
 G ∙ h     

        z.z.:   VHalbkugel = 
2

3
 G∙h = 

2

3
 πr2·r  

    nun:  VHalbkugel = π
0

r

r2-x2
2

 dx = π·[r2x – 
1

3
 x3] 

r

0
 = π  

2

3
·r3 = 

2

3
 G∙h     

Satz 6: Der Strahlensatz stimmt immer  

    z.z.:   
a*

a
 = 

b*

b
  falls  a*¯¯ || ā̄        nun:   

a

b
 = 

sinα

sinβ
 = 

a*

b*
    | Sinussatz, Stufenwinkel   

Tipps beim Finden von Beweisen  

1) Übersetze den Satz in mathematische Kurzsprache; am besten in eine Gleichung (Folgerung, Äquivalenz) mit möglichst wenigen 

Variablen. (In der Geometrie liefern bekannte rechte Winkel, Abstände, Flächen bzw. Volumina oft die begehrten Gleichungen.) 

2) Entscheide dich für einen der 4 Beweisverfahren:  

a direkter 
Überführe die eine Seite der Gleichungen (der Folgerungen, der Äquivalenz) mit Hilfe von 

erlaubten Umwandlungen direkt in die andere Seite (evtl. Bottom-up-Methode benutzen). 

b indirekter 
Nimm an, dass der zu beweisende Satz nicht stimmt und zeige, dass sich dann eine Aussagen 

ergeben würden, die gleichzeitig wahr und falsch sein müsste (z.B. 1=0 und 10).  

c Gegenbeispiel Willst du die Falschheit einer Aussage bewiesen, so genügt ein Gegenbeispiel. 

d 
vollst. 

Induktion 

Willst du die Wahrheit einer Gleichung für alle natürlichen Zahlen n zeigen, so zeige 1.) dass 

die Formel für die erste Zahl n = 1 stimmt und 2.) dass die Formel, falls sie für eine Zahl k 

stimmt, sie auch für den Nachfolger k+1 stimmen muss.  

3) In der Vektorgeometrie müssen häufig Skalarprodukte oder Beträge umgewandelt werden: 

 Es gibt 3 Möglichkeiten Skalarprodukte zu entfernen (Koordinatenweise, mit Winkelformel, mit Distributivgesetz) 

 Es gibt 2 Möglichkeiten Vektorbeträge zu entfernen (| a→|2 = a→2   oder  | a→|∙| b→|∙ cosα = a→○ b→) 

Substitution (um Wurzel zu entfernen) 

z:= sin-1(x/r)   x = r·sinz   x’ = r·cosz 

a* 

a b 

b* 

   
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F f f' 
a

n+1
 x n+1 ax n nax n–1 

e x e x e x 

x∙ln x – x ln x 
1

x
 

– cos x sin x cos x 

G  H 

a∙G 

g  h 

a∙g 

g'  h' 

a∙g' 

∫g(h)∙h' = G(h) 

∫g∙h = g∙H –∫g'H 

∫f = ∫f(h)∙h' 

g(h) g'(h)∙h' 

g ∙ h g' h + g h' 
g

h
 

g'h–gh'

h2  

f 
1

f-1 '(f)
 

lim
k→∞

 
x0

k
 (f(x1)+...+f(xk)) f lim

u→0
 
f(x0+u)–f(x0)

u
 

numerische… f ... Verfahren 

 

0,2 0,6 1,0 1,4 1,8 2,2 2,6 3,0 
x 

-0,2 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 y 

Analysis 
Satz 1: Die nach der Tabelle abgeleiteten Fktn f' liefern tatsächlich die vollkommen exakte Steigung und zwar an allen Stellen. 

a)   z.z.:  Die Steigungsfunktion von f(x) = axn lautet tatsächlich naxn–1 

      nun:  f'(x0)  =  
dy

dx
  =  lim

u→0
 
f(x0+u)–f(x0)

u
 

               =  lim
u→0

 
a(x0+u)n–ax0

n

u
  

   =  lim
u→0

 
ax0

n+nax0
n-1 u1+0.5n(n-1)ax0

n-2 u2+...aun  – ax0
n

u
 

   =  nax0
n-1             

     b)   z.z.:  Die Steigungsfunktion von f = g(h) lautet tatsächlich g’(h)·h’ 

      nun:  f'(x0)  =  
dy

dx
  =  lim

u→0
 
f(x0+u)–f(x0)

u
    =  lim

u→0
 
g(h(x0+u))–g(h(x0))

u
   | bottom up 

   =  lim
u→0

 
g(h(x0+u))–g(h(x0))

h(x0+u)–h(x0)
 · 

h(x0+u)–h(x0)

u
                       | Grenzwertsätze 

   =     g’(h(x0)) ·   h’(x0)             

c)   z.z.:  Die Steigungsfunktion von f= g∙h lautet tatsächlich g'h + gh'  

      nun:   f'(x0)  =  
dy

dx
  = lim

u→0
 
f(x0+u)–f(x0)

u
  

  = lim
u→0

 
g(x0+u)∙h(x0+u)–g(x0)∙h(x0)

u
                                     | bottom up 

  = lim
u→0

 
g(x0+u)∙h(x0+u) – g(x0)h(x0+u)+g(x0)h(x0+u) – g(x0)∙h(x0)

u
    | Grenzwertsätze 

  = lim
u→0

 
g(x0+u)–g(x0)

u
 ∙ h(x0+u) + lim

u→0
 
h(x0+u)–h(x0)

u
 ∙ g(x0)     

  = lim
u→0

 
g(x0+u)–g(x0)

u
 ∙ lim

u→0
 h(x0+u) + lim

u→0
 
h(x0+u)–h(x0)

u
 ∙ lim

u→0
g(x0) 

  =  g'(x0)∙h(x0)  +  g(x0)∙h'(x0)      

d)   z.z.:  Die Steigungsfunktion von f = 
g

h
 lautet tatsächlich 

g'h–gh'

h2  

       nun:      f'  =  g ∙ 
1

h
   = g'∙ 

1

h
  + g ∙ (-1) 

1

h2 ∙ h' = 
g'h–gh'

h2         

e)   z.z.: f' lässt sich auch mithilfe der Ableitung der Umkehrfunktion f-1 ‘ bestimmen: f'(x) = 
1

f-1'(f(x))
  

      nun:                   f-1(f(x))    =   x           | auf beiden Seiten ableiten; Kettenregel 

                   f-1'(f(x)) ∙ f'(x0) = 1 

                   f'(x) = 1/f-1'(f(x))           | am Graph leicht nachvollziehbar 

      Bem:   "hoch -1" bedeutet bei Variablen Kehrwert, bei Fktn Umkehrfunktion!  
     f)   z.z.:  Die Steigungsfunktion von f(x) = ln x lautet tatsächlich 

1

x
 

      nun:         f(x) = lnx;   f-1(x) = ex;    f-1'(x) = ex  | s. Anhang      f'(x) = 
1

elnx  = 
1

x
         

Satz 2: Die nach der Tabelle aufgeleiteten Fktn F liefern tatsächlich den orient. Flächeninhalt bis zur Stellen x0, bis auf c genau. 

Dass die obigen Funktionen F Stammfunktionen sind, sie also abgeleitet wiederum f ergeben, muss nicht bewiesen werden sondern 

kann durch Ableiten unmittelbar verifiziert werden. Dass die Stammfunktionen aber tatsächlich den orientierten Flächeninhalt 

zwischen f und der x-Achse bis auf c genau liefern, ist äußerst verblüffend und bedarf eines Beweises.    

     a)   z.z.:     ∫
0

x0

axn = 
1

n+1
 ax0

n+1   + c      

      nun:     ∫
0

x0

axn =  lim
k→∞

 
x0

k
 (f (

1x0

k
) + f (

2x0

k
)... + f (

kx0

k
) )  = lim

k→∞
 
a∙x0

n+1

kn+1  (1n +2n +3n +...+ kn ) = ???  

Leider bekommen wir über diesen Weg nicht heraus, wie die exakte orientiere 

Flächeninhaltsfunktion zu axn aussieht. Wir benötigen einen anderen Beweisansatz!   

Idee:   Es genügt zu zeigen, dass die orientierte Flächeninhaltsfunktion ∫
0

x0

axn, egal wie sie aussieht, auf jeden Fall zusätzlich 

eine Stammfunktion von axn sein muss (sie also abgeleitet wieder axn ergeben muss). Da wir nämlich wissen, dass alle 

Stammfunktionen von axn sich bis auf c gleichen müssen, wissen wir somit automatisch, dass auch ∫
0

x0

axn der 

offensichtlichen Stammfunktion 
1

n+1
 ax0

n+1 bis auf c gleichen muss.  

  z.z.:     ∫
0

x0

axn ist Stammfunktion von axn, d.h.  




∫

0

x0

axn
'
 = 

dy

dx
 = lim

u→0
 

∫
0

x0+u

axn –∫
0

x0

axn

u
 = ax0

n            

  nun:    Angenommen wir hätten eine Funktion, die uns den orient. Flächeninhalt unter axn liefert, 

 nenne wir sie ∫
0

x0

axn. Dann müsst ∫
0

x0+u

axn –∫
0

x0

axn der roten Fläche im Intervall [x0; x0+u] entsprechen.  

 Da axn stetig ist, gibt es in diesem Intervall einen größten und kleinsten Funktionswert ymax und ymin 

                   ymin∙ u   ≤      ∫
0

x0+u

axn –∫
0

x0

axn   ≤   ymax∙ u  
x0 x0+u 

f(x)=axn 

Ymin 

Ymax 

1 
x 

1 

y 
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                     ymin    ≤      

∫
0

x0+u

axn –∫
0

x0

axn

u
   ≤   ymax                   | lim

u→0
     

                   a∙x0
n   ≤  lim

u→0

∫
0

x0+u

axn –∫
0

x0

axn

u
 ≤  a∙x0

n           

    b)   Der obige Beweis lässt sich genau so für alle stetigen Funktionen f führen. Damit gilt bei allen stetigen Funktionen, dass  

          die Stammfunktionen immer den orientierten Flächeninhalt bis auf c genau liefern. (Durch die Subtraktion zweier 

          Stammfunktionswerte F(b)-F(a) fällt dieses c weg und wir erhalten folglich den exakten orient. Flächeninhalt.) 

Anhang I: Weiterführende Beweise zur Tabelle. 

a)   z.z.:  Die Steigungsfunktion von f(x) = ex lautet tatsächlich ex 

      nun:   f'(x0)  =  lim
u→0

 
ex0+u - ex0

u
 

  =  ex0 ∙ lim
u→0

 
eu - 1

u
                                                    | k:=eu-1    u=ln(1+k);    falls u0 geht eu-1 0  k0 

  =  ex0 ∙ lim
k→0

 
k

ln(1+k)
                   

  =  ex0 ∙ lim
k→0

 
1

ln(1+k)1/k                                                | n:= 
1

k
        k= 

1

n
;            falls k0 geht n∞ 

  =  ex0 ∙ lim
n→∞

 
1

ln(1+1/n)n                                              | Euler zeigte 1743, dass   lim
n→∞

 (1+ 1
n
 ) n = e 

  =  ex0 ∙ 
1

ln(e)
             

    b)   z.z.:   Die Steigungsfunktion von f(x) = sin x lautet tatsächlich cos x 

     nun:   f'(x0)  =  lim
u→0

 
sin(x0+u)–sin(x0)

u
                                              | aus Formelsammlung:   sinα – sinβ = 2cos

α+β

2
 ∙ sin

α–β

2
 

  =  lim
u→0

 
2cos(0,5(x0+u+x0)) ∙ sin(0,5(x0+u-x0))

u
 

  =  lim
u→0

 
cos(x0+0,5u) ∙ sin(0,5u)

0,5u
 

  =  lim
u→0

 cos(x0+0,5u) ∙ lim
u→0

 
sin(0,5u)

0,5u
                               | lim

u→0
 
sinα

α
 = 1  

  = cos x0 ∙ 1                                 

     c)   z.z.:                    ∫
a

b

g∙h  =  [g∙H]  
b
 
a
  – ∫

a

b

g'∙H  

      nun:                    (g∙h)' =  g'h + gh'                                         | ∫
a

b

      wieso darf man das ? 

       ∫
a

b

(g∙h)' =  ∫
a

b

g'h + ∫
a

b

gh' 

          [g∙h] 
b
 
a
  =  ∫

a

b

g'h + ∫
a

b

gh'                                   | ersetze h und h' durch H und h  

         [g∙H] 
b
 
a
  =  ∫

a

b

g'H + ∫
a

b

g∙h     

     d)   z.z.:       ∫
a

b

f = ∫
h-1(a)

h-1(b)

f(h)∙h' 

       nun:     ∫
h-1(a)

h-1(b)

f(h)∙h'  = [F(h(x))] 
h-1(a)

h-1(b)
 = F(h(h-1(b))) – F(h(h-1(b))) = F(b) – F(a) = ∫

a

b

f     

Anhang II: Umkehrbarkeit, Stetigkeit, Differenzierbarkeit 

Eigenschaften von f anschauliche Def. 
(gilt nicht bei Exotenfktn) 

exakt Def.  

streng monoton nur steigend (fallend) f’(x) <0 oder f’(x) >0  f ist auch umkehrbar 

umkehrbar 
x-Achsen-Parallelen schnei-

den Graph max. je 1-mal 

jedem yWf  ist genau ein  

xDf zugeordnet 
 

stetig ohne Sprünge lim
u→0

 f(x+u) = f(x)    für alle x f ist auch integrierbar 

integrierbar ohne Sprünge lim
k→∞

 
x0

k
 (f(0)+f(

1x0

k
)+f(

2x0

k
)...+f(

(k-1)x0

k
)) existiert    

differenzierbar ohne Sprünge und Knicke lim
u→0

 
f(x+u)–f(x)

u
  existiert für alle x  f ist auch stetig 

 

  

 
    

                integrierbare 

stetige 

diffbare 

Funktionen 
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N R 

1 

2 

3 

4 

5 
 

0,54733243… 

0,72727272… 

0,45178123… 

0,11000000… 

0,91391391… 
 

 

Arithmetik 
Satz 1:  Es gibt unendlich viele Primzahlen 

  z.z.:  Es gibt unendlich viele Primzahlen 

  nun:  Angenommen es gäbe nur die Primzahlen p1, p2, ..., pn       also endlich viele und pn wäre die größte 

           Dann dürfte die daraus gebildete größere Zahl  „p1 ∙ p2 · p3 · ∙∙∙ āpn + 1“  keine weitere Primzahl sein. 

           Gleichzeitig müsste sie eine sein, da sie sich durch keine der Primzahlen pi teilen lässt (es verbleibt immer Rest 1). 

             Annahme kann nicht wahr sein    Sie würde zu einer unsinnigen Aussage führen, die gleichzeitig w und f sein müsste.   

Satz 2:  2 ist keine rationale Zahl 

  z.z.:  2 ist nicht als Bruch darstellbar                                    d.h. 2 ist weder abbrechend noch periodisch 

  nun:  Angenommen 2 wäre als Bruch darstellbar. 

          Dann müssten wir einen vollständig gekürzten Bruch 
p

q
  finden können mit 

p

q
  = 2  und p, q  ᴓ  

                  
p2

q2 =2      p2=2q2                                                                                      

                  p und q müssten also beide Primfaktor 2 enthalten;  d.h. wir müssten einen vollständig gekürzten Bruch finden 

                können, der gleichzeitig durch 2 kürzbar sein müsste   Annahme kann nicht wahr sein  

Satz 3: Z und Q sind abzählbar unendlich, R ist überabzählbar unendlich. 

   Angebliches Paradoxon: Da die Menge der Quadratzahlen eine Teilmenge der natürlichen Zahlen ist (Qz  N), denkt man im 

ersten Moment, es gäbe weniger Qz als natürliche Zahlen (|Qz|<|N|). Der uns aus dem Endlichen 

vertraute Zusammenhang (A  B   |A|<|B|) gilt jedoch bei unendlichen Mengen nicht. Denn 

offensichtlich müssen Qz und N gleich viele Elemente haben, weil es zu jeder natürlichen Zahl 

eine eindeutig zugehörige Quadratzahl gibt. D.h. selbst wenn man aus einer unendlichen Menge 

massenhaft Elemente entfernt, bleiben immer noch gleich viele Elemente übrig.  

Merke: Das Teilmengen-Kriterium führt beim Abzählen unendlicher Mengen nicht weiter, man 

darf sich nur auf das Bijektions-Kriterium verlassen: danach sind 2 Mengen A und B genau dann 

gleichmächtig, wenn es eine umkehrbar eindeutige Zuordnungsvorschrift, sprich Bijektion gibt. (d.h. wenn 

man jede Zahl von A auf eine Zahl von B „legen“ kann und dabei keine Zahl partnerlos bleibt) 

z.z.:  N, Z und Q sind gleichmächtig (abzählbar unendlich) 

nun:  Zwischen den Mengen N und Z bzw. zwischen N und Q lässt sich eine Bijektion angeben (s. Abb.)  
z.z.:  R und N sind nicht gleichmächtig (R ist überabzählbar unendlich)  

nun:  Angenommen N und R wären gleichmächtig und es ließe sich zwischen ihnen eine Bijektion angeben. 

         Dann müssten in dieser Zuordnungstafel alle reellen Zahlen stehen (die 1., 2., 3., …, n., n+1., …).  

         Gleichzeitig könnte die reelle Zahl x = 0,45555… dort nicht stehen, da sie  

         sich ja von jeder vorkommenden Zahl an der i’ten Nachkommastelle  

         unterscheidet. (s. Abb.)   Annahme kann nicht wahr sein.  

Satz 4:  Ergebnis endlicher Reihen 

  z.z.:  a) 1+2+3+…+n = 
n(n+1)

2
      b) 1+3+5+7+…+(2n-1) = n2      c) 1+2+4+8+…+2n = 2n+1 –1      d) q0+q1+q2+…+qn = 

1–qn+1

1-q
  (geom. Reihe) 

  a) nun: Für n = 1, 2, 3 lässt sich schnell nachrechnen, dass diese Formel gilt: 1=1,  3=3,  6=6 

             Angenommen, ihr Gültigkeit wäre bis zum k’ten Summanden geprüft worden; also 1+2+3+…+k = 
k(k+1)

2
 stimme.  

             Dann muss sie auch bis zum k+1’ten Summanden stimmen, denn 1+2+3+…+k+(k+1) = 
k(k+1)

2
 +(k+1) = 

k2+3k+2

2
 = 

(k+1)(k+2)

2
 .  

             Wenn die Formel jedoch für n=1 stimmt und für alle Nachfolger, ist sie somit für alle Zahlen n  N bewiesen.    
  b) nun: Für n = 1 lässt sich schnell nachrechnen, dass diese Formel gilt: 1 = 1 

              Angenommen, ihre Gültigkeit würde für bis zum k‘ten Summanden stimmen; also 1+3+5+7+…+(2k-1) = k2 stimme. 

              Dann muss sie auch bis zum k+1’ten Summanden stimmen, denn 1+3+5+7+…+(2k-1)+(2(k+1)-1) = k2 + 2k+1 = (k+1)2  

  c) nun:  … 

  d) nun: offensichtlich ist (q0+q1+q2+…+qn)·(1-q) = q0- q1+ q1- q2+ q2- … - qn + qn - qn+1 = 1-qn+1     q0+q1+q2+…+qn = 
1–qn+1

1-q
    

Satz 5:  Ergebnis unendlicher Reihen  

  a) z.z.:  (
1

10
)0+(

1

10
)1+(

1

10
)2+(

1

10
)3+....= 

10

9
         | d.h. diese unendliche Summe konvergiert („Fass“ läuft nicht über)  

       nun:  klar bei Dezimalschreibweise  | hinzukommenden Nachkommawerte haben keinen Einfluss mehr auf die vorherigen 

  b) z.z.:   (
1

2
)0+(

1

2
)1+(

1

2
)2+(

1

2
)3+.... = 2            | konvergiert ebenfalls 

       nun:   klar mit Hilfe eines 2m langem Papierstreifen: das was hinzukommt ist immer die Hälfte von dem was zu 2m fehlt  

  c) z.z.:    q0 + q1 + q2 + q3 +…  = 
1

1–q
  , falls |q|<1 ist (sonst = ∞)    | geom. Reihe konvergiert falls |q|<1, divergiert sonst 

       nun:   lim
n→∞

 Σ
i=0

n

qi =  
1–limqn+1

1–q
  = 

1

1–q
  falls |q| < 1                      | siehe Satz 4 d)    

      d) z.z.:    
1

1 + 

1

2 + 

1

3 + 

1

4 + 

1

5 + 

1

6 +.... = ∞                                               | hinzukommenden Nachkommawerte werden zu langsam klein  

      nun:    je 1, 2, 4, 8, 16, … Brüche lassen sich immer abschätzen mit  ≥  
1

2  und  1 + 
1

2  ∙ ∞ = ∞    

  d.h. p2 müsste Primfaktor 2 enthalten, als Quadratzahl sogar mind. 2-mal   

   q2 müsste dann ebenfalls Primfaktor 2 mindestens 1-mal enthalten 
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Stochastik 
Satz 1:  Additivität von Erwartungswert und Varianz. 

  z.z.:  a) E(X + Y) = E(X) + E(Y)  

          b) V(X + Y) = V(X) + V(Y) falls X, Y unabhängig voneinander 

  nun:  a) E(X + Y) = (x1+y1)∙p1 + .... + (xn+yn)∙pn = x1p1+...+xnpn    +   y1p1+...+ynpn = E(X) + E(Y)   

          b) V(X+Y) = ((x1+y1)–E(X+Y))2p1+...+((xn+yn)–E(X+Y))2pn = (x1–E(X)+y1– E(Y))2p1+...+(xn–E(X)+yn–E(Y))2pn = ??? = V(X)+V(Y)  
Satz 2:  Falls X Binn,p(x)-verteilt ist gilt: E(X) = n∙p und V(X) = n∙p∙(1-p) 

  z.z.:  s.o. 

  nun: Eine Binn,p(x)-verteilte Zufallsvariable X lässt sich auffassen als die Summe von n unabhängigen  

                 Bin1,p(x)-verteilten Einzelvariablen X1 +X2+...+X3. Dabei gilt: E(Xi) = 0∙(1-p)+1∙p = p und  

                                                                                                             V(Xi) =(0-p)2p0 + (1-p)2p1 = p2(1–p) + (1-p)2p = p-p2 = p(1-p). 

            E(X) = E(X1) + E(X2) + ... + E(Xn)      und  V(X) = V(X1) + V(X2) + ... + V(Xn)   | s. Satz 1 

            E(X) =   1∙p + 1∙p + ... + 1∙p = n∙p       und  V(X) = p∙(1-p) + p∙(1-p) + ... + p(1-p) = n∙p∙(1-p)  
Satz 2:  Zentraler Grenzwertsatz: P(X  x)  Nor, σ(X  x) .  

  z.z.:  P(X  x)  Nor, σ(X  x) ,  falls sich X aus vielen unabhängigen Teilereignissen zusammensetzt, mit E(X) =  und V(X) = σ2. 

          insbesondere gilt Binn, p(X  x)  Nor, (X  x) 

  nun:  (kann nicht mit den Mitteln der Schulmathematik geführt werden)  
Satz 4: Ungleichung von Tschebyschow: P(|X–|z)  1/z2 

    

Satz 5:  Gesetz der großen Zahlen für Binn,p(x) 

  z.z.:  a) starkes:  P( lim
 n→∞

(hn) = p) = 1                  b) schwaches:  lim
 n→∞

(P|hn-p|<ε) = 1 

Bem: Die Erfahrung zeigt, dass sich die relativen Häufigkeiten hn (Sachebene) bei Bernoulli-Ketten mit größer werdendem 

Versuchsumfang um p (Modellebene) stabilisieren. Das starke Gesetz der großen Zahlen ist von theoretischem Interesse, 

denn es rechtfertigt die Deutung einer Wahrscheinlichkeit als Grenzwert relativer Häufigkeiten. In 

Anwendungssituationen (etwa bei Meinungsumfragen) muss man sich mit endlichen Stichproben begnügen. Dann 

interessiert die Wk, dass die relative Häufigkeit hn = X/n nach n Schritten in einem bestimmten ("kleinen") Intervall um 

die Wk p liegt. Konkret lässt sich das mit Hilfe der kσ-Regel bestimmen:  

                      Nor,σ(-3σ ≤X≤+3σ)  ≥ 0,994     ≈>  Binn,p(n∙p –3 np(1-p) ≤ X ≤ n∙p + 3 np(1-p)) ≥ 0,994    

                   P(p –3
p(1-p)

n
 ≤ hn ≤ p + 3

p(1-p)

n
) ≥ 0,994     P(|hn-p| ≤ 

p(1-p)

n
) ≈ 99,4%      (1/ n-Gesetz für Bernoulli-Ketten) 

nun:   (kann nicht mit den Mitteln der Schulmathematik geführt werden)     
 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ziele des Beweistrainings  

-  Den Übergang zu universitären Mathematikveranstaltungen erleichtern.  

-  Die Notwendigkeit von Beweisen aufzeigen. 

-  Den Unterschied zwischen der Anwendung und dem Beweis eines Satzes deutlich machen.  

-  Die 4 Beweisverfahren exemplarisch vorstellen. 

-  Die Fähigkeit einüben, selbständig Beweise finden zu können. 

-  Ein Gespür für mathematische Exaktheit vermitteln (Wie kann man herausfinden, ob der jeweilige Beweis vollständig ist oder an 

welche Voraussetzungen er gebunden ist?) 

-  Einen Überblick über die wichtigsten Sätze der Schulmathematik aufzeigen. 

-  Die Notwendigkeit des axiomatischen Aufbaus der Mathematik verdeutlichen. (Wieso sind die Mathematikvorlesungen der 

Hochschulen in der Regel axiomatisch aufgebaut?) 

Anmerkungen  

-  Es ist versucht worden, die Beweise so ähnlich wie möglich zu gestalten – die grundlegenden, immer wiederkehrenden Prinzipien 

sollten möglichst klar hervortreten.  

-  Die Sätze sind ohne die notwendigen Voraussetzungen formuliert, oft mit einer provozierenden "immer"-Formulierung verstärkt 

und meist auf das Wesentliche reduziert worden (so fehlt z.B. direkt am Anfang bei Sinus- und Kosinussatz die Behandlung der 

stumpfwinkligen Dreiecke. ). Unerfahrenen Schülern soll damit geholfen werden, den Überblick zu behalten. Fortgeschrittene 

Schüler fühlen sich hoffentlich herausgefordert, den Gültigkeitsbereich der Aussagen zu hinterfragen und exaktere 

Formulierungen selbst zu finden.  

-  Diese Übersicht ist für die Hand des Lehrers gedacht. Die Schüler sollten so viele Beweise wie möglich selbstständig finden. 
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z.z.:   Frauen sind böse 

nun:  Zweifellos anerkannt ist die Tatsache, dass Frauen  

Geld und Zeit erfordern, also :    

Frauen = Geld · Zeit     | wie wir alle wissen, ist Zeit Geld 

             = Geld · Geld   | bekanntlich ist Geld die Wurzel alles Bösen 

             = Böse · Böse 

                      =  Böse             


