
© 2011– Version 4.82 – Freedownload unter www.stefanbartz.de 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Beweistraining 

"Reden lernt man durch Reden.  
 Beweisen lernt man durch Beweisen." 

Tipps zum Finden von Beweisen  

 Zunächst sollte versucht werden, den zu beweisenden Satz als Gleichung (Folgerung, Äquivalenz) und unter Ver-

wendung möglichst weniger Variablen auszudrücken.  

 Dann muss man sich für eines der 4 Beweisverfahren entscheiden:  

direkter Beweis 
Überführe die eine Seite der Gleichungen (der Folgerungen, der Äquivalenz) mit Hilfe von 

erlaubten Umwandlungen direkt in die andere Seite (evtl. Bottom-up-Trick nutzen). 

indirekter Beweis 
Nimm an, dass der zu beweisende Satz nicht stimmt und zeige, dass sich dann eine unsinnige 

Aussage ergeben würden (die gleichzeitig wahr und falsch sein müsste, z.B. 1=0 und 10).  

Gegenbeispiel Um die Falschheit einer Aussage zu bewiesen, genügt es, ein Gegenbeispiel zu finden. 

vollst. Induktion 

Soll bewiesen werden, dass eine Gleichung für alle natürlichen Zahlen n gilt, genügt es zu zei-

gen, dass sie (1.) für n = 1 und (2.) für jeden Nachfolger stimmt. Dazu nimmt man an, dass sie 

für irgendeine allgemeine Zahl k stimme und zeigt, dass sie dann auch für k+1 stimmen muss.  

 In der Koordinatengeometrie müssen häufig Skalarprodukte oder Beträge umgewandelt werden: 

 Es gibt 3 Möglichkeiten Skalarprodukte umzuwandeln: mit Definition, Winkelformel, Distributivgesetz 

 Es gibt 2 Möglichkeiten Vektorbeträge umzuwandeln:  mit | a→|2 = a→ 2   oder mit   | a→|∙| b→|∙ cosα = a→○ b→ 
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ℕ ℝ 
1 

2 

3 

4 

5 

 

3,547343… 

88,737272… 

-7,451783… 

-0,110000… 

40,913983… 
 

 

Arithmetik 
Satz 1:  Es gibt unendlich viele Primzahlen. 

  z.z.: Es gibt unendlich viele Primzahlen 

 nun: Angenommen es gäbe nur die Primzahlen p1, p2, ..., pn       also endlich viele und pn wäre die größte 

  Dann dürfte die daraus gebildete größere Zahl  „p1 Ā p2 · p3 · ∙∙∙ āpn + 1“  keine weitere Primzahl sein. 

  Gleichzeitig müsste sie aber eine sein, da sie sich durch keine der Primzahlen pi teilen lässt (es verbleibt immer Rest 1). 

   Annahme kann nicht wahr sein.    Sie würde zu einer unsinnigen Aussage führen, die gleichzeitig w und f sein müsste.   

Satz 2:  2 ist keine rationale Zahl. 

  z.z.: 2 ist nicht als Bruch darstellbar                    und damit auch nicht als abbrechender oder periodischer Dezimalbruch  

 nun: Angenommen 2 wäre als Bruch darstellbar. 

  Dann müsste es zwei natürliche Zahlen n und m geben, mit    

  
n

m
  = 2      

n2

m2  = 2       n2 = 2m2    Der Primfaktor "2" müsste in n2 einmal mehr enthalten sein als in m2.                 

  Gleichzeitig müsste der Primfaktor "2" in den Quadratzahlen n2 und m2 jeweils in gerader Anzahl enthalten sein.  

   Annahme kann nicht wahr sein.  

Satz 3: ℕ, ℤ und ℚ sind abzählbar unendlich, ℝ ist überabzählbar unendlich. 

   Angebliches Paradoxon: Da die Menge der Quadratzahlen (1, 4, 9, 16, 25, …) eine Teilmenge der natürlichen Zahlen ist (Qz  ℕ), 

denkt man im ersten Moment, es gäbe weniger Qz als natürliche Zahlen (|Qz|<|ℕ|). Der uns aus dem Endlichen vertraute Zusam-

menhang (A  B   |A|<|B|) gilt jedoch bei unendlichen Mengen nicht. Denn offensichtlich müssen Qz und ℕ gleich viele Elemen-

te haben, da es zu jeder natürlichen Zahl eine eindeutig zugehörige Quadratzahl gibt. D.h. Aus einer unendlichen Menge können 

massenhaft Elemente entfernt werden, ohne dass sich dadurch die Anzahl der Elemente ändert.  

Merke: Mit dem Teilmengen-Kriterium lässt sich die Mächtigkeit von unendlichen Mengen nicht ver-

gleichen, nur das Bijektions-Kriterium führt weiter: danach haben 2 Mengen A und B genau dann 

gleich viele Elemente, wenn eine umkehrbar eindeutige Zuordnungsvorschrift (Bijektion) zwischen 

ihnen existiert. (D.h. man kann auf jede Zahl von A genau eine Zahl von B "legen“, ohne dass part-

nerlose Zahlen übrig bleiben.) 

z.z.:  ℕ, ℤ und ℚ sind gleichmächtig (abzählbar unendlich.) 

nun:  Zwischen den Mengen ℕ und ℚ lässt sich z.B. folgende Bijektion angeben: Man durchwandere die positiven ℚ-Zahlen diago-

nalweise (s. Abb.) und nummeriere fortlaufend alle vollständig gekürzten Brüche und die jeweilige negat. Gegenzahl. 

z.z.:  ℕ und ℝ sind nicht gleichmächtig (ℝ ist überabzählbar unendlich)  

nun:  Angenommen ℕ und ℝ wären gleichmächtig. Dann müsste zwischen ihnen eine Bijektion existieren.  

In der entsprechenden Zuordnungstafel müssten alle reellen Zahlen irgendwann auftauchen (keine 

darf ja partnerlos bleiben). Gleichzeitig könnte die reelle Zahl x = 0,11211… dort nicht auftauchen, 

da sie sich (per Konstruktion) von jeder vorkommenden Zahl an der i’ten Nachkommastelle unter-

scheidet (s. Abb.)   Annahme kann nicht wahr sein.  

Satz 4:  Ergebnis endlicher Zahlenreihen 

  z.z.:         a) 1+2+3+…+n = 
n(n+1)

2
                     b) 1+3+5+7+…+(2n-1) = n2                  c)  q0+q1+q2+…+qn = 

1–qn+1

1-q
   (geom. Reihe)  

a) nun: Für n = 1, 2, 3 lässt sich schnell nachrechnen, dass die Formel stimmt: 1=1,  3=3,  6=6 

  Angenommen, ihre Gültigkeit wäre bis zum k ’ten Summanden geprüft worden; also 1+2+3+…+k = 
k(k+1)

2
 stimme.  

  Dann muss sie auch bis zum k+1’ten Summanden stimmen, denn 1+2+3+…+k+(k+1) = 
k(k+1)

2
 +(k+1) = 

k2+3k+2

2
 = 

(k+1)(k+2)

2
 .  

  Wenn die Formel jedoch für n=1 und für jeden Nachfolger stimmt, stimmt sie somit für alle Zahlen n  ℕ.    
b) nun: Für n = 1 stimmt die Formel offensichtlich: 1 = 1. 

  Angenommen, ihre Gültigkeit wäre bis zum k ‘ten Summanden geprüft worden; also 1+3+5+7+…+(2k-1) = k2 stimme. 

  Dann muss sie auch bis zum k+1’ten Summanden stimmen, denn 1+3+5+7+…+(2k-1)+(2(k+1)-1) = k2 + 2k+1 = (k+1)2 
.  

c) nun: offensichtlich ist (q0+q1+q2+…+qn)·(1-q) = q0- q1+ q1- q2+ q2- … - qn + qn - qn+1 = 1-qn+1     q0+q1+q2+…+qn = 
1–qn+1

1-q
    

Satz 5:  Ergebnis unendlicher Zahlenreihen  

a1) z.z.: (
1

10
)0+(

1

10
)1+(

1

10
)2+(

1

10
)3+....= 

10

9
          d.h. diese unendliche Summe konvergiert („Fass“ läuft nicht über)  

 nun: klar bei Dezimalschreibweise    die hinzukommenden Nachkommawerte haben keinen Einfluss auf die vorherigen 

a2) z.z.: (
1

2
)0+(

1

2
)1+(

1

2
)2+(

1

2
)3+.... = 2           konvergiert ebenfalls 

 nun: klar mit Hilfe eines 2m langem Papierstreifen: das was hinzukommt ist immer die Hälfte von dem, was zu 2m fehlt.   

a3) z.z.: q0 + q1 + q2 + q3 +…  = 
1

1–q
  , falls |q|<1 ist (sonst = ∞)   geom. Reihe konvergiert falls |q|<1 und divergiert sonst 

 nun: lim
n→∞

 Σ
i=0

n

qi =  
1–limqn+1

1–q
  = 

1

1–q
  falls |q| < 1                      | siehe Satz 4 c)    

b) z.z.:  
1

1  +  

1

2  +  

1

3  +  

1

4  +  

1

5  +  

1

6
  +  

1

7
  +  

1

8 + .... =                         die hinzukommenden Nachkommawerte werden zu langsam klein 

 nun: 1 +  
1

2
  +    

1

2
    +          

1

2
         + .... = 1 +  ∙ 

1

2
 =     
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Algebra 
Satz 1: Die "von"-Merkregel in der Prozentrechnung funktioniert immer. 

  z.z.: Hinter der Merkregel steckt die Gleichung    
 

   
   bzw.  

 

   
    . Es genügt also, diese zu beweisen. 

 nun: Wenn sich der Prozentsatz  p verdoppelt, dann verdoppelt sich auch der Prozentwert W, d.h. beide Größen stehen  

  in einem proportionalen Zusammenhang. Entsprechende Verhältnisse sind somit immer gleich, also   
 

 
  

   

 
 .  

Satz 2: Bei proportionalen (antiprop.) Dreisatzaufgaben dürfen entsprechende Verhältnisse (Produkte) gleichgesetzt werden. 

  nun: Stehen zwei Größen x und y in einem proportional Zusammenhang, so gilt die Funktionsgleichung: y = kx. 

  Entsprechende Verhältnisse müssen somit immer k ergeben, also gleich sein; z.B.   
  

  
  

  

  
  

   Bei einem antiproportionalen Zusammenhang gilt die Funktionsgleichung:  y = k/x. 

   Hier müssen folglich die entsprechende Produkte immer k ergeben, also gleich sein; z.B.  y1x1 = y2x2   

Satz 3: Die Binomischen Formeln und die abc-Formel gelten immer. 

  nun: (a + b)2 = (a + b)(a + b) = a2 + ab + ba + b2 = a2 + 2ab + b2          | Distributiv- u. Kommutiativgesetzt 

 nun: Sei ax2 + bx + c = 0 gegeben                                                        | a  0 

        x2 + b/a x = – c/a  

        x2 + b/a x + (b/2a)2 = -c/a + (b/2a)2 

        … 

         x = 
              

  
     

Satz 4: "Quadrieren" ist keine Äquivalenzumwandlung (es können zusätzliche Scheinlösungen entstehen). 

  Gegenbeispiel:  Aus   x  = –7   müsste dann x = 49 folgen, was offensichtlich falsch ist.   

Satz 5: Die Potenz- und Logarithmusgesetze gelten immer.  

  nun: aras = … = ar + s     nun:  arbr = … = (ab)r      nun: (ar)s = … = ars                          für a < 0 muss r, s  ℚ                 

 nun:                                                                                   bottom-up 

  nun:                   
                                             

     

     
           bottom-up 

Geometrie 
Satz 1a) Winkelsumme in allen Dreiecken 180°     1b) in allen n-Ecken (n-2)∙180°           2) Satz des Thales .     

  z.z.:  

  nun:  

 

 

                                                                                                                                                                                                     

Satz 3: Die Mittelsenkr., Winkelhalb. bzw. Seitenhalb. schneiden sich immer im Umkreis-, im Inkreis- bzw. im Schwerpunkt.  

 Tipp:  Jeder Punkt einer Mittelsenkrechten ist gleich weit entfernt von den jeweiligen Eckpunkten  Umkreis  

           Jeder Punkt einer Winkelhalbierenden ist gleich weit entfernt von den jeweiligen Schenkeln  Inkreis  

           Beide A1 sind flächengleich (g u. h gleich), ebenso AABM2 = AAM2C  …  alle A  sind flächengleich  Schwerpunkt   

 Satz 4: Die Flächenformel für den Kreis stimmt immer (und absolut exakt).  

       z.z.:  AKreis  = π r2 

       nun:  AHalbkreis = ∫
-r

r

r2–x2 dx  = r∙∫
-r

r

1 – 
x2

r2        | 

       =  r∙ ∫
-/2

/2

1 – sin2x ∙r∙cosx dx            | 1 – sin2x = cos2x 

      =  r2∙ ∫
-/2

/2

cos2x dx                               | "Produktregel rückwärts" 

      =  r2· [ 1
2

 sinx∙cosx + 
1

2
 x ]

π/2

–π/2
    

      =  r2 · 
1

2
 π        

Satz 5: Die Volumenformel für Pyramide und Kegel stimmen immer.  

  z.z.:   VPyramide = 
1

3
 G∙h 

  nun:   Unterteile die Höhe der Pyramide in n gleich große Abschnitte (hier n = 5) und erzeuge so (n-1) Prismen der Höhe 
h

n
 

h–1(x) = sin–1(x/r) 

h(x) = r·sin x   h’(x) = r·cos x 

i 
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               VPyramide  = lim
n→∞

   (  V1 + V2 + … + Vn-1  )  

                                = lim
n→∞

    (  
h

n
 G1 +  

h

n
 G2 + … +  

h

n
 Gn-1  )   | Strahlensatz, Verkleinerungfaktor2 

    = lim
n→∞

  
h

n
 ( 

12

n2 G  +  
22

n2 G  +... + 
(n-1)2

n2   G )    

                      = lim
n→∞

  
G∙h

n3  (12 + 22 + ... + (n-1)2 )          | Formel mithilfe der Analysis finden 

                      = lim
n→∞

  
G∙h

n3  ( 
n3

3
 - 

n2

2
 + 

n

6
 ) 

                      = lim
n→∞

  G∙h ( 
1

3
 - 

1

2n
 + 

1

6n2 )             |  Grenzwertsätze 

                      = 
1

3
 G∙h      

   z.z.:   VKegel = 
1

3
 G∙h 

   nun:   Man "lege" den Kegel mit der Höhe auf die x-Achse und 

            lasse die äußere Kante k(x) = 
r

h
 x um die x-Achse rotieren. 

              VKegel = π ∫
0

h

k(x)2 dx = π ∫
0

h

( 
r

h
 x)2 dx = 

π r2h3

3h2  = 
1

3
 G ∙ h     

Satz 6: Die Volumenformel für die Halbkugel stimmt immer.  

    z.z.:   VHalbkugel = 
2

3
 G∙h   

    nun:  VHalbkugel = π ∫
0

r

r2-x2
 

2

dx = π·[r2x – 
1

3
 x3] 

r

0
 = π  

2

3
·r3 = 

2

3
 G∙h     

Satz 7: Der Strahlensatz stimmt immer.  

    z.z.:   
ag

a
 = 

bg

b
  falls  aḡ || ā       nun:   

a

b
 = 

sinα

sinβ
 = 

ag

bg
        | Sinussatz, Stufenwinkel   

Satz 8: Der Pythagoras gilt in allen rechtwinkligen Dreiecken. 

     z.z:    c2 = a2 + b2         falls c Hypotenuse ist 

    nun:   Jedes rechtwinklige Dreieck lässt sich, vervierfacht, zu nebenstehendem Quadrat anordnen. 

                  In der Mitte entsteht dann immer ein weißes Quadrat (wieso?) der Fläche c2.  

             Eine Verschiebung zeigt, dass diese weiße c2–Fläche gleichzeitig  a 2 + b 2  groß sein muss.     

             (Ohne Verschiebung:       c2   =  (a + b)2 – 4 
1

2 ab       Aweiß  = Agesamt – Agrün 

                                                                =  a2 + b2                                            ) 

Satz 9: Der Sinussatz gilt in allen Dreiecken. 

  z.z.:      
a

sinα
 = 

b

sinβ
  = 

c

sinγ
                                        | bottom up 

  nun:      
a

sinα
 = 

a

h/b
 = 

a∙b

h
 = 

a∙b

a ∙ sinβ
 = 

b

sinβ
               

Satz 10: Der Kosinussatz gilt in allen Dreiecken. 

  z.z.:       c2  =  a2 + b2 – 2ab∙cosγ 

  nun:       c2  =  h2 + q2                                                  | Pythagoras 

  =  (a ∙ sin γ)2 + (b-p)2                                | binom. Formel 

 =  a2 ∙ sin2γ + b2 – 2bp + p2                        | p muss durch cos γ ersetzt werden 

 =  a2 ∙ sin2 γ + b2 – 2b(a∙cosγ) + (a∙cosγ)2     

 =  a2 (sin2γ + cos2γ) + b2 – 2ab∙cosγ           | sin-, cos-Definition    

  =  a2 (   
h2

a2   +    
p2

a2   ) + b2 – 2ab∙cosγ     | Pythagoras 

  =  a2 + b2 – 2ab∙cosγ          

Satz 11: Mit der Rechenweise  a 
"○ b 
" := a1b1+ a2b2+ a3b3 kann man tatsächlich den Winkel zwischen  a 

" und  b 
" ermitteln.    

  z.z.:  a→○ b→ = | a→|∙| b→|∙cos γ      und somit γ = cos–1 
a→○ b→

| a→|∙| b→|
   

  nun:  a→○ b→  = a1b1 + a2b2 + a3b3                                    | bottom up 

  = 0,5 (2a1b1 + 2a2b2 + 2a3b3) 

 = 0,5 [a1
2 + a2

2 + a3
2  + b1

2 + b2
2 + b3

2 – (a1 - b1)
 2 – (a2 - b2)

 2 – (a3 – b3)
 2 ] 

 = 0,5 ( | a→|2 + | a→|2 - | a→- b→|2 )                | s. Zeichnung  

 = | a→| ∙ | b→| ∙ cos γ                      

       z.z.:      n→┴ a→ und n→┴ b→   d. h.  n→○ a→ = 0 und n→○ b→ = 0  

  nun:       n→ ○ a→ = a1a2b3 – a1a3b2 + a2a3b1 – a1a2b3 + a1a3b2 – a2a3b1  = 0       

a→ 
b→ 

a→- b→ 

γ 

               c2   =  a2  +  b2  – 2ab·cos γ 

  | a→– b→|2 =| a→|2+| b→|2–2| a→|| b→|cos γ 

 | a→|| b→|cos γ =0,5(| a→|2+| b→|2–| a→– b→|2 

a 

 

b 
h 

 

p 

q h 

 

c 

b 

ag 

a b 

bg 

   

a 

a b 

b 
c 

b 

c 

a 

b 
a 

Satz 12: Die Rechenweise a→ b→ := 






a2b3–a3b2

 a3b1–a1b3

a1b2–a2b1

 liefert immer einen auf a→ und b→ senkrecht stehenden Vektor n→, seine Länge ent- 

            spricht genau dem Flächeninhalt des aufgespannten Parallelogramms und a→, b→, a→ b→ bilden immer ein Rechtssystem. 

 

 

a 

b 

b 

a 
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       z.z.:     | n→| = APara   oder    | n→|2 = (APara)
2           

  nun:      | n→|2  = (a2b3-a3b2)
 2 + (a3b1-a1b3)

 2 + (a1b2-a2b1)
 2 

                = a2
2b3

2 + a3
2b2

2 + a1
2b3

2 + a3
2b1

2 + a1
2b2

2 + a2
2b1

2 – 2(a2a3b2b3 + a1a3b1b3 + a1a2b1b2)     | bottom up 

 = (a1
2 + a2

2 + a3
2)∙(b1

2 + b2
2 + b3

2) – (a1b1+ a2b2 + a3b3)
 2 

 = | a→|2 ∙ | b→|2 – ( a→ ○ b→) 2                  | Winkelformel 

 = | a→|2 ∙ | b→|2 – | a→|2 ∙ | b→|2 ∙ cos2γ    | Ausklammern 

 = | a→|2 ∙ | b→|2 ∙(1-cos2γ)                     | sin2γ + cos2γ = 1 

 = | a→|2 ∙ | b→|2 ∙(sin2γ) 

 = | a→|2 ∙ | h→|2  

 = g2 ∙ h2 

 = (APara)
 2                 

        z.z.:  a→, b→, a→ b→ ist ein Rechtssystem; d.h. dreht man a→ auf dem kürzesten Weg auf b→, so hat a→ b→ die  

            Orientierung einer Rechtsschraube (rechtsherum, d.h. im Uhrzeigersinn → rein, zu).  

   nun:  Man drehe das im Ursprung startende Vektorgebilde a→, b→, a→ b→ als Ganzes so, dass a→ auf der x1-Achse in Richtung x1  

           und b→ in der x1x2 Bodenebene des Koordinatensystems liegt (der Drehsinn untereinander wird dadurch nicht verändert). 

             a→ b→ = 





a1

0

0 




b1

b2

0
 = 






0

0

a1b2

 ,    wobei a 1 > 0 (da in x1 Richtung zeigend)   

            a→  b→ zeigt somit nur dann „nach unten“, wenn b2 < 0 ist, b→ also im II. oder III. Quadrant liegt (sonst „nach oben“). 

               a→, b→ und a→ b→ bilden folglich ein Rechtssystem.       

Satz 13: Das gemischte  Produkt liefert immer das exakte Spatvolumen. 

        z.z.:   ( a→ b→)○ c→ = V Spat 

   nun:   ( a→ b→)○ c→ =  n→ ○ c→                      | Winkelformel 

                              =  | n→| ∙ | c→| ∙ cos α         | cos-Definition 

                              =  | n→| ∙ | c→| ∙ h/| c→|       | | n→|= APara 

                              =  G ∙ h    =  V Spat       | V < 0  90°< α <270°   n→ und c→ zeigen in unterschiedliche Ebenenhalbräume  

Satz 14: Die beiden Abstandsformeln liefern immer den exakten Abstand. 

   z.z.:   
|AP

→
     v→|

| v→|
 = d g, P   bzw.  

|AP
→

○ n→|

| n→|
 = d E, P    

   nun:  dg, P = hPara = 
APara

Grundseite Para
 = 

|AP
→

      v→|

| v→|
   bzw.  dE, P = hSpat = 

VSpat

GrundflächeSpat
 = 

|AP
→

○ n→|

| n→|
     

Übungssatz: Der Kosinussatz gilt in allen Dreiecken. (mit Hilfe von Vektoren) 

  z.z.:   | c→|2  = | a→|2 + | b→|2 – 2| a→|∙| b→|∙cosγ        

  nun:   | c→|2  = | b→- a→|2    c→ entfernen 

                    = ( b→- a→)2  | Distributivgesetz 

                    = b→2 + a→2 – 2 a→ b→     | Winkelformel 

                    = | a→|2 + | b→|2 – 2| a→|∙| b→|∙cosγ     

Übungssatz: In jedem quadrat. Quader sind die windschiefen Raum–  und Grundflächendiagonalen immer orthogonal.  

   z.z.:     e→ ○ f
→

   = 0 

   nun:     e→ ○ f
→

  = ( a→ + b→) ○ (- a→ + b→ + c→)                               | Distributivgesetz 

                           =  – a→2  + a→○ b→ + a→○ c→ – a→○ b→ + b→2 + b→○ c→ 

                            =     b→2 – a→2                                                    | da hier | b→| = | a→|, gilt a→2 = b→2  

                            =     a→2 – a→2   = 0                                 

Übungssatz: Katheten- und Höhensatz gelten in allen rechtwinkligen Dreiecken. 

  z.z.:   | h→|2 = | p→| ∙ | q→|   für alle Dreiecke mit γ = 90° 

  nun:   | h→|2  =  h→2 = ( a→+ p→)  ○  ( b→+ q→)  = a→ ○ b→ + a→ ○ q→ + b→ ○ p→ + p→ ○ q→ 

                     =  0 + a→○ q→ + b→○ p→ + p→○ q→          

                     =  ( h→- p→)○ q→ + ( h→- q→)○ p→ + p→○ q→ 

                     =  0 – p→○ q→ + 0 - p→○ q→  + p→○ q→ 

                     =  - p→○ q→ 

                     =  - | p→|∙| q→|∙cos180°   

                     =     | p→|∙| q→|                  

  

 

  

 

 

 

 

a 
b 

c 

e 

f 

h→ 

a→ 

b→ 

a→ 

b→ 

a→ b→ 

 
 

a→ 

b→ 

a→ b→ 

 
 

a→  b→  

c→  

n→  

 

 

 

b→ a→ 

q→ p→ 

h→ 
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F f f' 
a

r+1
 x r+1 ax r rax r–1 

e x e x e x 

x∙ln x – x ln x 
1

x
 

– cos x sin x cos x 

G  H 

a∙G 

g  h 

a∙g 

g'  h' 

a∙g' 

∫g(h)∙h' = G(h) 

∫g∙h = G∙h –∫G∙h' 

∫f = ∫f(h)∙h' 

g(h) g'(h)∙h' 

g ∙ h g' h + g h' 
g

h
 

g'h–gh'

h2  

f 
1

f-–1 ' (f)
 

lim
k→∞

 x(f(z1)+...+f(zk)) f lim
u→0

 
f(x0+u)–f(x0)

u
 

numerische… f ... Verfahren 

 

Analysis 
Satz 1: Die gemäß Tabelle abgeleiteten Funktionen f' liefern tatsächlich die vollkommen exakte Steigung und zwar an allen Stellen. 

a)   z.z.:  Die Steigungsfunktion von f(x) = axr lautet tatsächlich naxr–1 

      nun:  f'(x0)  =  
dy

dx
  =  lim

u→0
 
f(x0+u)–f(x0)

u
 

               =  lim
u→0

 
a(x0+u)r–ax0

r

u
                                              | Pascalsche Dreieck 

   =  lim
u→0

 
ax0

r+rax0
r-1 u1+0.5r(r-1)ax0

r-2 u2+...aur  – ax0
r

u
 

   =  rax0
r-1             

     b)   z.z.:  Die Steigungsfunktion von f = g(h) lautet tatsächlich g’(h)·h’ 

      nun:  f'(x0)  =  
dy

dx
  =  lim

u→0
 
f(x0+u)–f(x0)

u
    =  lim

u→0
 
g(h(x0+u))–g(h(x0))

u
   | bottom up 

   =  lim
u→0

 
g(h(x0+u))–g(h(x0))

h(x0+u)–h(x0)
 · 

h(x0+u)–h(x0)

u
                      | Grenzwertsätze 

   =     g’(h(x0)) ·   h’(x0)             

c)   z.z.:  Die Steigungsfunktion von f= g∙h lautet tatsächlich g'h + gh'  

      nun:   f'(x0)  =  
dy

dx
  = lim

u→0
 
f(x0+u)–f(x0)

u
  

  = lim
u→0

 
g(x0+u)∙h(x0+u)–g(x0)∙h(x0)

u
                                     | bottom up 

  = lim
u→0

 
g(x0+u)∙h(x0+u) – g(x0)h(x0+u)+g(x0)h(x0+u) – g(x0)∙h(x0)

u
    | Grenzwertsätze 

  = lim
u→0

 
g(x0+u)–g(x0)

u
 ∙ h(x0+u) + lim

u→0
 
h(x0+u)–h(x0)

u
 ∙ g(x0)     

  = lim
u→0

 
g(x0+u)–g(x0)

u
 ∙ lim

u→0
 h(x0+u) + lim

u→0
 
h(x0+u)–h(x0)

u
 ∙ lim

u→0
g(x0) 

  =  g'(x0)∙h(x0)  +  g(x0)∙h'(x0)      

d)   z.z.:  Die Steigungsfunktion von f = 
g

h
 lautet tatsächlich 

g'h–gh'

h2  

       nun:      f'  =  (g ∙ 
1

h
 )' = g'∙ 

1

h
  + g∙(-1) 

1

h2 ∙h' = 
g'h–gh'

h2             

Satz 2: Die in der Tabelle angegebenen Stammunktionen F liefern tatsächlich den exakten orient. Flächeninhalt.   

Dass die Funktionen F in der Tabelle Stammfunktionen sind, sie also abgeleitet wiederum f ergeben, muss hier nicht bewiesen 

werden, es kann durch Ableiten unmittelbar verifiziert werden. Dass jede Stammfunktionen aber tatsächlich den orientierten 

Flächeninhalt zwischen f und der x-Achse exakt liefern, ist äußerst verblüffend und bedarf eines Beweises.    

Vor:     Bekanntlich ist das Integral (der orient. Flächeninhalt) definiert als der Grenzwert irgendeiner Rechteckssumme: 

 ∫
a

b

f(x) dx  := lim
k→∞

( f(z1)x + f(z2)x + f(z3)x + … + f(zk)x )       die zi können irgendwo innerhalb der Intervalle [xi–1 ; xi] liegen  

z.z.:     F(b) – F(a)  = ∫
a

b

f(x) dx                    d. h. mit jeder beliebigen Stammfunktion F lässt sich der orient. Flächeninhalt exakt bestimmen 

nun:     F(b) – F(a)  = lim
k→∞

( F(x1)–F(a) + F(x2)–F(x1) + F(x3)–F(x2) + … + F(b)–F(xk–1) ) |da es in jedem Intervall, z.B. [x2;x3], eine Stelle z3 gibt, 

deren Tangentensteigung F'(z3) gleich der Sekan-

tensteigung  
F(x3)–F(x2)

x
  ist, lässt sich die vertikale 

Differenz F(x3)–F(x2) ausdrücken durch F'(x3)x. 

                      = lim
k→∞

( F'(z1)x  +  F'(z2)x  +  F'(z3)x   + … + F'(zk)x )    | F ist Stammfunktion von f  

                      = lim
k→∞

(  f(z1)x   +   f(z2)x   +   f(z3)x   + … +   f(zk)x )    | das entspricht einer  Rechteckssumme bei f 

  = ∫
a

b

f(x) dx     

Bem1: Da der verwendete (hier nicht bewiese) Mittelwertsatz für alle stetigen Funktionen gilt, ist der obige Zusammenhang damit 

für alle stetigen Funktionen f formal nachgewiesen worden.   

Bem2: Wie lässt sich – neben dem formalen Nachweis – anschaulich zeigen, warum jede Stammfunktion F den 

orientieren Flächeninhalt exakt liefern muss?  

 Wenn eine Funktion A(x) existiert, die den orientierten Flächeninhalt von f bis zu jeder Stelle x0 

exakt liefert, dann gibt A'(x0) nicht nur die Steigung am Graph A sondern zusätzlich auch die  

Flächenstreifenhöhe am Graph f an. A(x0+u)–A(x0) beschreibt einen kleinen Flächenstreifen unter f, 

und (A(x0+u)–A(x0)) / u dessen mittlere Höhe.  

 Da  die Flächenstreifenhöhe für u→0 genau f(x0) groß ist, muss A'(x0) = f(x0)  gelten. D.h.: die 

orientierte-Flächenfunktion A(x) muss, falls sie existiert und ableitbar ist, automatisch auch Stammfunktion von f sein. 

 Irgendeine andere Stammfunktion F(x) unterscheidet sich somit von der Stammfunktion A(x) höchstens um eine 

Konstante c: F(x0) = A(x0) + c .  

 Mit  F(b)–F(a) = A(b)+c – (A(a)+c) = A(b)–A(a) fällt c weg, und der exakte orientierte Flächeninhalt bleibt übrig. 
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Anhang I: Weiterführende Beweise zur Tabelle. 

a)   z.z.:  Die Steigungsfunktion von f(x) = ex lautet tatsächlich ex 

      nun:   f'(x0)  =  lim
u→0

 
ex0+u - ex0

u
 

  =  ex0 ∙ lim
u→0

 
eu - 1

u
                                             | k:=eu-1    u=ln(1+k)    für u0 geht k (=eu-1)  0 

  =  ex0 ∙ lim
k→0

 
k

ln(1+k)
                   

  =  ex0 ∙ lim
k→0

 
1

ln(1+k)1/k                                           | n:= 
1

k
        k= 

1

n
            für k0 geht n ∞ 

  =  ex0 ∙ lim
n→∞

 
1

ln(1+1/n)n                                          | Euler zeigte 1743:     lim
n→∞

 (1+ 1

n
 ) n = e 

  =  ex0 ∙ 
1

ln(e)
   

    b)   z.z.:   Die Steigungsfunktion von f(x) = sin x lautet tatsächlich cos x 

     nun:   f'(x0)  =  lim
u→0

 
sin(x0+u)–sin(x0)

u
                                          | Formelsammlung:   sinα – sinβ = 2cos

α+β

2
 ∙ sin

α–β

2
 

  =  lim
u→0

 
2cos(0,5(x0+u+x0)) ∙ sin(0,5(x0+u-x0))

u
 

  =  lim
u→0

 
cos(x0+0,5u) ∙ sin(0,5u)

0,5u
 

  =  lim
u→0

 cos(x0+0,5u) ∙ lim
u→0

 
sin(0,5u)

0,5u
                          | Formelsammlung:   lim

x→0
 
sin x

x
 = 1  

  = cos x0 ∙ 1      

    c)   z.z.: f' lässt sich auch mithilfe der Ableitung der Umkehrfunktion f-1' bestimmen: f' = 
1

f–1'(f)
  

      nun:                   f-1(f(x))    =   x            | auf beiden Seiten ableiten (Kettenregel) 

                   f-1'(f(x)) ∙ f'(x) = 1 

                   f'(x) = 1/f-1'(f(x))            | auch am Graph nachvollziehbar 

      Bem:   "hoch -1" bedeutet bei Variablen "Kehrwert", bei Fktn "Umkehrfunktion"!  

    d)   z.z.:  Die Steigungsfunktion von f(x) = ln x lautet tatsächlich 
1

x
 

      nun:         f(x) = lnx;   f-1(x) = ex;    f-1'(x) = ex       f'(x) = 
1

elnx  = 
1

x
     | s. c)    

    e)   z.z.:                    ∫g∙h  =  G∙h  – ∫G∙h'             d.h.: rechte Seite ist Stammfunktion von gh 

      nun:                    (G∙h  – ∫G∙h')'  =  (Gh)' – G∙h'  

                                             =  G'h + Gh' – G∙h' 

                                                        =   g  h                                       

    f)   z.z.:       ∫
a

b

f = ∫
h-1(a)

h-1(b)

f(h)∙h'         Da rechts keine Stammfkt. sondern eine Zahl stehen, führt Ableiten hier nicht weiter.  

      nun:     ∫
h-1(a)

h-1(b)

f(h)∙h'  = [F(h(x))] 
h-1(a)

h-1(b)
                  | "Kettenregel rückwärts" 

                                        = F(h(h-1(b))) – F(h(h-1(b))) = F(b) – F(a) = ∫
a

b

f     

Anhang II: Wie lassen sich folgende wichtige Eigenschaften bei einer Funktion f nachweisen? 

 anschaulicher Nachweis 
(bei Exotenfunktionen evtl. ungültig) 

exakter Nachweis 

streng monoton       nur steigend  (bzw. fallend) x1 < x2  f(x1) < f(x2)      für alle x 

umkehrbar 
jede x-Achsen-Parallele  

schneiden Graph max. 1-mal x1  x2  f(x1)  f(x2)     für alle x 

differenzierbar ohne Sprung und Knick  lim
u→0

 
f(x+u)–f(x)

u
     existiert für alle x 

stetig ohne Sprung  lim
u→0

 f(x+u) = f(x)          für alle x 

integrierbar 
maximale Rechteckssumme 
u. minimale nähern sich an 

  lim
k→∞

OS = lim
k→∞

US          für alle x 

 

  

 

    

 

 

 

 

  

 

 

 

                     integrierbare 

 

 

                  stetige 

diffbare 

Funktionen 

  Beispiele  

      
        
         

  nicht differenzierbar aber stetig 

      
          
          

  nicht stetig aber integrierbar  

(hat keine Stammfkt, möglicher Kandidat wegen Knick nicht diffbar) 

      
         ℚ
         ℚ

  weder stetig noch integrierbar  (OS  US) 

 

falls f 
stetig 
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z.z.:   Frauen sind böse 

nun:  Zweifellos anerkannt ist die Tatsache, dass Frauen 

         Geld und Zeit erfordern, also:    

         Frauen  = Geld · Zeit      | wie wir alle wissen, ist Zeit Geld 

           = Geld · Geld    | bekanntlich ist Geld die Wurzel alles Bösen 

           = Böse · Böse 

                    =  Böse    

Ziele dieses schulischen Beweistrainings  
- Den Übergang zu universitären Mathematikveranstaltungen erleichtern.  

- Die Notwendigkeit von Beweisen aufzeigen. 

- Den Unterschied zwischen der Anwendung und dem Beweis eines Satzes deutlich machen.  

- Die 4 Beweisverfahren exemplarisch vorstellen. 

- Die Fähigkeit einüben, selbständig Beweise finden zu können. 

- Ein Gespür für mathematische Exaktheit vermitteln (Wie kann man herausfinden, ob der jeweilige Beweis 

vollständig bzw. an welche Voraussetzungen er gebunden ist?) 

- Die Notwendigkeit des axiomatischen Aufbaus der Mathematik verdeutlichen. (Wieso sind die 

Mathematikvorlesungen der Hochschulen in der Regel axiomatisch aufgebaut?) 

- Einen wiederholenden Überblick über zentrale Inhalte der Schulmathematik vermitteln. 

Anmerkungen  
- Es ist versucht worden, die Beweise so ähnlich wie möglich zu gestalten – die grundlegenden, immer 

wiederkehrenden Strukturen sollten möglichst klar hervortreten.  

- Die Sätze sind ohne die notwendigen Voraussetzungen formuliert, oft mit einer provozierenden "immer"-

Formulierung verstärkt und die Beweise meist auf einen wesentlichen Fall reduziert worden (so fehlt z.B. beim 

Sinus- und Kosinussatz die Behandlung der stumpfwinkligen Dreiecke, bei der Winkelsumme fehlt der konkave Fall 

usw.). Ungeübte Schüler sollen so den Überblick behalten können. Fortgeschrittene fühlen sich hoffentlich heraus-

gefordert, den Gültigkeitsbereich der Aussagen zu hinterfragen und exaktere Formulierungen selbst zu finden.  


