: : ? "Reden lernt man durch Reden.
B ew e l S T r.a l n l n 9 Beweisen lernt man durch Beweisen."

., e _b _ ¢ b a
225 Gina T sinp  siny | bottom up m
- [ |

MR SRR h T @ s

a®+ b2 2ab-cosy

nun: c2 = h?+q? | Pythagoras
= (a-siny) + (b-p)? | binom. Formel
= a®-sin’y + b? - 2bp + p? | p muss durch cosy ersetzt werden
= a?-sin’ y + b% - 2b(a-cosy) + (a-cosy)?
= @ (sin’y + cos®y) + b? - 2ab-cosy | sin-, cos-Definition
= a?( 2—: + z—: ) + b? - 2ab-cosy | Pythagoras

a? + b? - 2ab-cosy |

Bem: Der verwendete Pythagoras-Satz muss noch bewiesen werden.
nun: ¢ = (a+b)?- 2ab | Aueis = Agesamt = Agriin

=a?+b? |

—

z.z: @obB = |a@||P|-cosy undsomity=cos’

||| B %
nun: @o®B = aibs + azbz + azbs | bottom up .
= 0,5 (2aib; + 2azb; + 2a3bs)
=05 [a® + a2 + as? +by? + b2+ bs® - (a1 - b1)? - (a2 - b2) 2 - (a3 - b3)? ] c® = a® + b? - 2ab-cosy
=05 (|@l2+|@l?-| @-F|%) | 5. Zeichnung = |@-B|2=|3|*|B[>-2|a||B|cos v
=|@|-|P|-cosy u <|@||Blcos vy =05(|T|*|B|*|a-B|*
z.z: (@+B)oT=ToT+BoT
nun:  (@+B)oT = (artbi)ci + (z+bz)cz + (a3+bs)Cs = aiCr+bics + azCa+baCs + ascs+bacs = @oT + Boe M
zz: TWLa@und Wl d. h. Wod@=0und Wob =0
nun: T 0@ = aiazbs - aiasbs + axasbs - aiazbs + aiasbe - azasb; =0 M
2.2. | ®| = Arara oder | T|% = Apard®
hun: w2 = (azbs-asbz) 24 (asbs-a1bs) 24 (aibz-azbi) 2
= 022b32 + 032b22 + 012b32 + 032|E)12 + 012b22 + 022b12 - 2(0203b2b3 + aiasbibs + 0102b1b2) | bottom up
= (ar® + a2® + a3?)-(b1® + b2? + b3?) - (aibr* azbz + azbs) ?
= @2 |P|?- (@ o B)? | Winkelformel
=@ |B|12- &% |B|? cos?’y | Ausklammern
= | @)% |B|? (1-cos?y) | sin®y + cos®y = 1 =
12l 151 (sinty) v e
- 2l IRl ¥ > )
=g°- h? . < > ‘ axB ‘
= (Apara) ® u

z.2: @B, @ XB ist ein Rechtssystem; d.h. dreht man @ auf dem kiirzesten Weg auf &, so hat @Xb die
Orientierung einer Rechtsschraube (rechtsherum, im Uhrzeigersinn = rein, zu).
nun: Man drehe das im Ursprung startende Vektorgebilde@, B, @Xb als Ganzes so, dass @ auf der x;-Achse in Richtung x;

und B in der xix. Bodenebene des Koordinatensystems liegt (der Drehsinn untereinander wird dadurch nicht verdndert).
ap

b 0
= aXb = (O)K(bz) = (00) ., wobei a; >0 (da in x; Richtung zeigend)
0 b

0
= @ X B zeigt somit nur dann .nach unten", wenn b, < 0 ist, B also im IIL. oder III. Quadrant liegt (sonst .hach oben").
@, B und @XB bilden folglich ein Rechtssystem. M
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z.z: (@XDB)oT = Vst
nun: (@XPBloc= Wo<T | Winkelformel
= |®|- || cosa | cos-Definition
S Iwllel el A . %
=6-h = Vs | | V<O falls W und € in unterschiedliche Ebenenhalbrdume weisen (90°% a <270°)
[Satz 5: Die beiden Abstandsformeln liefert immer den exakten Abstand
2.2 ﬁiﬁ’l =dgpr bzw. M—'s_,—om =dgp
V] Iml
nun: dgp=h= Grund"s”zfmpﬂm = lAT:IVI bzw. dep=h= Grund\ﬁi;:hespat ; |“‘|P_:'In| -
[Ubungssatz: In jedem quadrt. Quader sind die windschiefen Raum~_und Grundfldchendiagonalen immer orthogonal] |
zz: €of =0 f
nun: €o f =(@+P)o(-@+B+7T) | Distributivgesetz
= -@2 +@oB +T@oC-aob + B2+ BoT b
= B?-a? | da hier 5] = @], gilt @2 = b7 = ¢©
= @:-@2 =0 W
[Ubungssatz: Hat ein Viereck 2 Paar gleich langer benachbarter Seiten, dann sind die Diagonalen senkr. (Drachen, Raute, Quadrat)
z.2. |gl=|dlund |B|=|C] = €of=0
nunsei: |a|=|d|und |B] =TI | € entfernen
= |B| = |-B-a-d| | Betragsstriche entfernen 5
= b2=(-b-a-d)2 | Distributivgesetz
=S b2=PB?+a?+d?+2adb+2bd+2ad ||al=d| d <
o 0 = 2a2+2adb+2bd+2add |bottomup A c
=N 0 = -a?-db-ad-bd N
o 0 = (3+B)o(-a-d) a 3
& 0 = e o f [ | B

[Ubungssatz: Der Kosinussatz gilf i allen Dreiecken] (mit Hilfe von Vektoren)

zz: |CPP=|@)2+|F|?-2|@]||B | cosy

nun: | C|2= |B-@2 | T entfernen
= (B-a) | Distributivgesetz
= P2+ @2-20b | Winkelformel

= @2+ |BI2-2|@||B|-cosy ™

Tipp: Jeder Punkt einer Mittelsenkrechten ist gleich weit entfernt von den jeweiligen Eckpunkten - Umkreis
Jeder Punkt einer Winkelhalbierenden ist gleich weit entfernt von den jeweiligen Schenkeln > Inkreis
Jede Seitenhalbierende teilt das Dreieck in gleich schwere (flachengleiche) Teildreiecke > Schwerpunkt

zz: |R|? =|pl-I|q| fiir alle Dreiecke mity = 90°
nun: - [R[* = W= (@+P) o (B+7) =@ oB+Toq+BoP+Foq
0+?0?+B’oﬁ)+?oﬁ’
(R-P)oq +(W-F)oP + Poq
= 0-Poq+0-Ppoq +Poq
= -Poq
- |Pl-1q|-cos180°

71Tl [ |
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|Sa'rz 4: Die Fldchenformeln von Parallelogramm, Dreieck, Trapez und Kreis stimmen immer{
2.2 Ageis =TI

r r
. 2_.2 X2
nun:  Analbkreis = r-x°dx =r 1-2 dx
8 "
/2
= r f\/l - sin®z 'r-cosz dz
-m/2
/2
= r2 fcoszz dz
-1/2
1 . 1 n/2
T 1
= r? [3sinzcosz+32]

1
_a2 1
=rsm

|Satz 5: Die Volumenformeln fiir spitz-zulaufende und fiir rund-zulaufende Kérper stimmen immer'.|

1
Z.Z.: VPyramide = EGh

nun:  Man unterteile die Hohe der Pyramide in n gleich groe Abschnitte (hier n = 5) und erzeuge so (n-1) Prismen
23

der Hohe % Die Prismengrundfldachen Gy, G2, 63, ... sind beziigl. Ldnge und Breite % i Mal so grof§
wie dh 6:G%6, 6:C26, 6:=C16,
. . h h h
= VPyrgmidg = Ilm (V1 +\Vo+ o+ Vn.1) = llm (61 nt 62; + ..+ Gp1- ;) Zl
o h—eo Grundfiachen Haig
Cim b2 b @2 b i\
= '!Lrg Rt E G et Gy \ o Honen d
= lim &2 (12 422+ s (n-1)?) i
i Ehm En
_!‘Lnln(3-2+6) hn
1 1 1 [(GAS
= lim Gh (5% 5)
1 [
=3 Gh
1
2.2 Vieger =36°h 2 (hin)
nun: Man lege den Kegel mit der Héhe auf die x-Achse und
¥
lasse die duBere Kante k(x) = E x um die x-Achse rotieren. . .
y y “h (h|0)
r nr 1
= Veegu = [ k0f dezm [ (Gx ) dx= TR =56 S hx e
0 0
2 2
Z.Z.: qulbkugel = §G‘h = gnrz-r
r
2
1 r 2 2
nun: Vialbkugel = Trf\/rz—xz dx=m[r’x-3x°] j=m 5rP=56h
0
[Satz 6: Der Strahlensatz stimmt immer]
.oa_br =l . g _sina _ a* o B B
zz: —=1 fadls a* || a nun: = GE T

Tipps beim Finden von Beweisen
1) Ubersetze den Satz in mathematische Kurzsprache; am besten in eine Gleichung (Folgerung, Aquivalenz) mit maglichst wenigen

Variablen. (In der Geometrie liefern bekannte rechte Winkel, Abstdnde, Flachen bzw. Volumina oft die begehrten Gleichungen.)
2) Entscheide dich fiir einen der 4 Beweisverfahren:
Uberfiihre die eine Seite der Gleichungen (der Folgerungen, der Aquivalenz) mit Hilfe von
erlaubten Umwandlungen direkt in die andere Seite (evtl. Bottom-up-Methode benutzen).
Nimm an, dass der zu beweisende Satz nicht stimmt und zeige, dass sich dann eine Aussagen
ergeben wiirden, die gleichzeitig wahr und falsch sein miisste (z.B. 1=0 und 1=0).
c | Gegenbeispiel | Willst du die Falschheit einer Aussage bewiesen, so geniigt ein Gegenbeispiel.
vollst Willst du die Wahrheit einer Gleichung fiir alle natiirlichen Zahlen n zeigen, so zeige 1.) dass
d 5 die Formel fiir die erste Zahl n = 1 stimmt und 2.) dass die Formel, falls sie fiir eine Zahl k

Induktion . . . .
stimmt, sie auch fiir den Nachfolger k+1 stimmen muss.

3) In der Vektorgeometrie miissen haufig Skalarprodukte oder Betrdage umgewandelt werden:

Es gibt 3 Mdglichkeiten Skalarprodukte zu entfernen (Koordinatenweise, mit Winkelformel, mit Distributivgesetz)

Es gibt 2 Moglichkeiten Vektorbetrdge zu entfernen (| @|?= @® oder |@||B|- cosa= @ob)

a direkter

b indirekter
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a)

z.z.: Die Steigungsfunktion von f(x) = ax" lautet tatsdchlich hax™!

' d . +U)-
nun: f'(xo) = gf = i oo

u—0 u a +1 ~
= lim a(xo+u)™-axo" el x" ax" nax "t
u—0 u x x x
- i axg™naxo™! u+0.5n(n-1axy™? u?+..au" - axg" e e el
=0 u x:lnx - x In x ;
= naxo™! - cos x sin x cos x
z.z.: Die Steigungsfunktion von f = g(h) lautet tatsdchlich g'(th)-h’ 6+H g+h g +h'
. _dy _ o forufxe) e glh(xoru))-g(h(xo)) . . &
nun: f'(xo) = EE' lm% - llﬂ?) xOuu o a6 ag lClg :
- lim Sh0omralhixg) hixou)hixo) Sothyh = 6(h) g(h) g'(hyh
T us0  h(xoru)-h(xo) u 9 g-h g. h+g h'
= g(h(x0)) - h(xo) Jah=gH-Jqg'H g glh-zgh_
z.z.: Die Steigungsfunktion von f= g-h lautet tatsdchlich g'h + gh' Jf= [fthyh' .
nun: f'(xo) = %ﬁ = lim —f(xmuz-f(x") f [0
~ 5 . f(xoru)-fi
. Im'(\) Q(Xo‘fu)'h(xo‘ft:l)‘g(xo)‘h(Xo) kll_)ﬂl % (F(xa)+..+F(x4)) f Jl_rf(‘) M
u— ;
= i 22erhCor) - gGh(oru)glxdh(xpr) - alxo)hixa) numerische... f ... Verfahren
u—0 u
= lim S b + fim . g
_ i 3X0*u)-g(X0) . . hixoru)h(xo) .
-y L o+ fiy B i

g’ (xo)h(x0) + g(xo)h'(xo)

z.z.: Die Steigungsfunktion von f = % lautet tatsdchlich glgsqh—
. 1 1 1 ,._ghgh

nuni f' o= g-p =gp +g-(Dpoh =

z.z.: f' ldsst sich auch mithilfe der Ableitung der Umkehrfunktion ' bestimmen: f'(x) = m

nun: () = x

o fUFE) - flixo)=1

o f'(x) = VY (F(x))
Bem: "hoch -1" bedeutet bei Variablen Kehrwert, bei Fktn Umkehrfunktion!
z.z.: Die Steigungsfunktion von f(x) = In x lautet tatsdchlich i

nun: f(x)=Inx; flix)=e% f(x)=e" = f'(x) == =i

Dass die obigen Funktionen F Stammfunktionen sind, sie also abgeleitet wiederum f ergeben, muss nicht bewiesen werden sondern
kann durch Ableiten unmittelbar verifiziert werden. Dass die Stammfunktionen aber tatsdchlich den orientierten Fldacheninhalt
zwischen f und der x-Achse bis auf ¢ genau liefern, ist duBerst verbliiffend und bedarf eines Beweises.

a)

Xo
1 -
zz: Jax"= S axd™ +c
0

Xo
1xo 2Xo

. . Xo K . axg™
nun: ,{ax“ = Jim D ED £ D) = lim S st = 222

Leider bekommen wir liber diesen Weg nicht heraus, wie die exakte orientiere
Fldcheninhaltsfunktion zu ax" aussieht. Wir bengtigen einen anderen Beweisansatz!

Xo
. Es geniigt zu zeigen, dass die orientierte Fldcheninhaltsfunktion [ax", egal wie sie aussieht, auf jeden Fall zusdtzlich
0

eine Stammfunktion von ax" sein muss (sie also abgeleitet wieder ax" ergeben muss). Da wir ndmlich wissen, dass alle

Xo
Stammfunktionen von ax" sich bis auf ¢ gleichen miissen, wissen wir somit automatisch, dass auch Jax" der
0

I .1 o .
offensichtlichen Stammfunktion — axo™ bis auf ¢ gleichen muss. P

Xo+u Xo
Xo Xo ' J ax"-fax" y
. n H n n - gx - | [¢) [¢) - n mex
zz: Jax"ist Stammfunktion von ax", d.h. | Jax"| = ax = lim ————=axo
0 0 X u—0 u
nun:  Angenommen wir hdtten eine Funktion, die uns den orient. Flacheninhalt unter ax" liefert, y

L X B Xotu Xo . .
nhenne wir sie Jax". Dann miisst [ ax"-fax" der roten Fldche im Intervall [xo; Xo+u] entsprechen.
0 [} 0

Da ax" stetig ist, gibt es in diesem Intervall einen graften und kleinsten Funktionswert ymax und Ymin *
Xo+u

Xo
= Yninrt < Jax"-Jax" £ Ymax U
0 0

1 Xo Xo*U
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b) zz:

c) zz:

Xotu Xo

J ax"-fax"

0 0

= anin < u <
Xotu Xo

J ax"-[ax"

0

< axo' < lim
u—0

Ymax

< G'Xo'l

b) Der obige Beweis ldsst sich genau so fiir alle stetigen Funktionen f fiihren. Damit gilt bei allen stetigen Funktionen, dass

die Stammfunktionen immer den orientierten Fldcheninhalt bis auf c genau liefern. (Durch die Subtraktion zweier
Stammfunktionswerte F(b)-F(a) fdllt dieses c weg und wir erhalten folglich den exakten orient. Fldcheninhalt.)

X0 _ X0

nun: f'(xo) = lim

h'(a)

a) z.z.: Die Steigungsfunktion von f(x) = e* lautet tatsdchlich e*

u—0 u
— X0 : e-1
_ X0 | k
= e lim g
— X0 . : _1
= e fim
- x0 H -
=@ lim Ty
_ox0 . 1
=N
Die Steigungsfunktion von f(x) = sin x lautet tatsdchlich cos x
nun: f'(Xo) = lim sin(xg+u)-sin(xo)
u—0 u
= lim 2¢0s(0,5(xo*u+Xo)) - sin(0,5(Xg*u-Xo))
T u—0 u
_ .. cos(x0+0,5u) - sin(0,5u)
- ‘_I.m) 0,5u
= i‘ﬂ?} cos(xg+0,5u) * MB %%
=cos Xo - 1
b b b
Jah =[gH], -Jg'H
a a
nun: (gh)' = g'h+gh'’
b b b
e J@hy' = Jg'h+fgh
a a a
b b ' b '
e [ghl = Ja'h+Joh
b b b
e [gH], = JaH+Jgh
b hi(b)
d) zz: Jf= f f(hyh'
a

h}b) , h—l(b) 4 1 b
nun: K )f(h)'h = [F(h(x)] e F(h(h™(b))) - F(h(h™(b))) = F(b) - F(a) = \{ f

anschauliche Def.

E|gens‘:haften von f (qilt nicht bei Exotenfkin)

exakt Def.

streng monoton

f'(x) <0 oder f'(x) >0

umkehrbar

jedem yeWs ist genau ein
xeD¢ zugeordnet

stetig

Ll'l_rg) f(x+u) = f(x) fir alle x

integrierbar

Jim 22 (FO1F ). +FAS2%) existiert

differenzierbar

existiert fir alle x

f(x+u)-f(x)
u

integrierbare

= f ist auch umkehrbar

=f ist auch integrierbar

=f ist auch stetig
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Arithmetik
Satz 1: Es gibt unendlich viele Pr‘imzahler{

z.z.: Es gibt unendlich viele Primzahlen
nun: Angenommen es gdbe nur die Primzahlen py, p2, ..., pn also endlich viele und p, wdre die grofite
Dann diirfte die daraus gebildete grofere Zahl .p1-pz-ps- = apn+ 1" keine weitere Primzahl sein.
Gleichzeitig miisste sie eine sein, da sie sich durch keine der Primzahlen p; teilen ldsst (es verbleibt immer Rest 1).

= Annahme kann nicht wahr sein Sie wiirde zu einer unsinnigen Aussage fiihren, die gleichzeitig w und f sein miisste.

2 ist keine rationale Zahl

2.z 2 ist nicht als Bruch darstellbar d.h.\[z ist weder abbrechend noch periodisch
nun: Angenommen \[2 wére als Bruch darstellbar.

Dann miissten wir einen vollstandig gekiirzten Bruch 5 finden kannen mit 5 =\J2 undp,qem

- }é 2 o p=2q < d.h. p? miisste Primfaktor 2 enthalten, als Quadratzahl sogar mind. 2-mal
= ¢° miisste dann ebenfalls Primfaktor 2 mindestens 1-mal enthalten

= p und q miissten also beide Primfaktor 2 enthalten; d.h. wir miissten einen vollstdndig gekiirzten Bruch finden
konnen, der gleichzeitig durch 2 kiirzbar sein miisste = Annahme kann nicht wahr sein

Satz 3: Z und Q sind abzdhlbar unendlich, R ist iiberabzdhlbar unendlich.
Angebliches Paradoxon: Da die Menge der Quadratzahlen eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen ist (Qz = N), denkt man im

ersten Moment, es gdbe weniger Qz als natiirliche Zahlen (|Qz|<|NJ). Der uns aus dem Endlichen
vertraute Zusammenhang (A < B = |Al<|B]) gilt jedoch bei unendlichen Mengen nicht. Denn
offensichtlich miissen Qz und N gleich viele Elemente haben, weil es zu jeder natiirlichen Zahl
eine eindeutig zugehsdrige Quadratzahl gibt. D.h. selbst wenn man aus einer unendlichen Menge
massenhaft Elemente entfernt, bleiben immer noch gleich viele Elemente iibrig.
Merke: Das Teilmengen-Kriterium fiihrt beim Abzdhlen unendlicher Mengen nicht weiter, man
darf sich nur auf das Bijektions-Kriterium verlassen: danach sind 2 Mengen A und B genau dann
gleichmdchtig, wenn es eine umkehrbar eindeutige Zuordnungsvorschrift, sprich Bijektion gibt. (d.h. wenn N
man jede Zahl von A auf eine Zahl von B ,legen" kann und dabei keine Zahl partnerlos bleibt) 1 %733243
z.z.: N, Z und Q sind gleichmdchtig (abzdhlbar unendlich) 2 0,7d727272...

3

4

5

nun: Zwischen den Mengen N und Z bzw. zwischen N und Q ldsst sich eine Bijektion angeben (s. Abb.) 8’?%'@73358"‘

z.z.: Rund N sind nicht gleichméchtig (R ist iberabzdhlbar unendlich) '

nun: Angenommen N und R wdren gleichmdchtig und es lieRe sich zwischen ihnen eine Bijekﬁon angeben
Dann miissten in dieser Zuordnungstafel alle reellen Zahlen stehen (die 1., 2., 3., ..., n., n+1,,
Gleichzeitig konnte die reelle Zahl x = 0,45555... dort nicht stehen, da sie _)meu.....m..sm.n.......a....._,ad.ﬁ., dass dor e Stin auch dn (F+1) ten Stain umwir (5210

sich ja von jeder vorkommenden Zahl an der i'ten Nachkommastelle i
unterscheidet. (s. Abb.) = Annahme kann nicht wahr sein.
Satz 4: Ergebnis endlicher Reihen

2.2 a) 1+2+3+.+n = M"Z;Q b) 1+3+5+7+.+(2n-1) = n? ) 1+2+4+8+ 42" = 2" -1 d) ¢%+q'+q%+.+q" = J— (geom. Reihe)
a) nun: Fiir n= 1, 2, 3 ldsst sich schnell nachrechnen, dass diese Formel gilt: 1=1, 3=3, 6=6

0,9139391...

Angenommen, ihr Giiltigkeit wadre bis zum k'ten Summanden gepriift worden; also 1+2+3+..+k = M stimme.

k(k+1) k2+3k+2 (k+1)(k+2)

+(kel) = :
Wenn die Formel jedoch fiir n=1 stimmt und fiir alle Nachfolger, ist sie somit fiir alle Zahlen n € N bewiesen.
b) nun: Fiir n = 1 ldsst sich schnell nachrechnen, dass diese Formel gilt: 1=1
Angenommen, ihre Giiltigkeit wiirde fiir bis zum k'ten Summanden stimmen; also 1+3+5+7+..+(2k-1) = k? stimme.
Dann muss sie auch bis zum k+1'ten Summanden stimmen, denn 1+3+5+7+_.+(2k-1)+(2(k+1)-1) = k? + 2k+1 = (k+1)?
c) nun: ...

Dann muss sie auch bis zum k+1'ten Summanden stimmen, denn 1+2+3+._+k+(k+1) =

n+1

d) nun: offensichtlich ist (q°+q'+q%+..+q")-(1-q) = @°- g+ q'-¢®+ ¢*- .. - q"+q"-q™ = 1-q™ < q°+q'+q’+.+q" = L

1-q
Satz 5: Ergebnis unendlicher Reihen\

Q) zz: ()5 +Ge’+= g | dh. diese unendliche Summe konvergiert (,Fass” lduft nicht iber)
nun: Kklar bei Dezimalschreibweise | hinzukommenden Nachkommawerte haben keinen Einfluss mehr auf die vorherigen
b)zz: ()+G)+G)+G) ... = 2 | konvergiert ebenfalls

nun: klar mit Hilfe eines 2m langem Papierstreifen: das was hinzukommt ist immer die Hdlfte von dem was zu 2m fehlt

c)zz: +q'+q?+q+. = ﬁ , falls |ql<1 ist (sonst = =) | geom. Reihe konvergiert falls |q|<1, divergiert sonst
1
“1q

n .
. -limg™! _ .
nun: i Zoq' = T falls |q| < 1 | siehe Satz 4 d)
N—0 j=
11,1111 . :
d) z.z: J+p+gtgtgrete. = | hinzukommenden Nachkommawerte werden zu langsam klein

37475
. - L i L1 1
nun: jel, 2,4,8,16, .. Briiche lassen sich immer abschdtzen mit > ;und 1+5 -0 = oo
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|STochas‘rik

|SaTz 1: Additivitat von Erwartungswert und Var‘ianz.|

z.z.: a) E(X +Y)=E(X)+E(Y)
b) V(X +Y) = V(X) + V(Y) falls X, Y unabhdngig voneinander
nun: @) E(X +Y) = (Xr+y1)'p1 + ... + (XatYn)'Pn = X1p1t..#XnPn  +  YiPr+...¥¥npn = E(X) + E(Y)
b) V(X+Y) = ((xr+y1)-E(X+Y))2pr+...+((Xntyn}-E(X+Y))pn = (X-E(X)+y1= E(Y))2pr+... - (XnE(X)+yn=E(Y))?pn = 222 = V(X)+V(Y)

|SaTz 2: Falls X Binny(x)-verteilt ist gilt: E(X) = n'p und V(X) = n~p~(1—p)|

2.2 s.o.
nun: Eine Bin,y(x)-verteilte Zufallsvariable X ldsst sich auffassen als die Summe von n unabhdngigen
Bin 5(x)-verteilten Einzelvariablen X; +Xz+...+X3. Dabei gilt: E(X;) = 0-(1-p)+1-p = p und
V(X:) 2(0-p)po + (1-p)°p1 = p*(1-p) + (1-p)’p = p-p* = p(1-p).
= EX)=EX) +E(X2) + ...+ E(X))  und V(X)=V(X1)+ V(X2)+ ..+ V(X,) |s. Satz1
< EX)= lp+lp+..+1lp=np und V(X) = p-(1-p) + p-(1-p) + ... + p(1-p) = n'p:(1-p)

Satz 2: Zentraler Grenzwertsatz: P(X < x) ~ Nor,, o(X < x) |

z.z.: P(X <x)=Nor, (X <x), falls sich X aus vielen unabhdngigen Teilereignissen zusammensetzt, mit E(X) = p und V(X) = 6.
insbesondere gilt Bin,, ,(X < x) ~ Nor,, o(X < x)
nun: (kann nicht mit den Mitteln der Schulmathematik gefiihrt werden)

|Sa'rz 4. Ungleichung von Tschebyschow: P(]X-p|>zc) < 1/zZ|

|Sa'rz 5: Gesetz der grofien Zahlen fiir Bin,,,p(x)|

z.z.: a) starkes: P(Iinl(h,.) =p)=1 b) schwaches: Iirrl(PIhn—p|<a) =1

Bem: Die Erfahrung zeigt, dass sich die relativen Haufigkeiten h, (Sachebene) bei Bernoulli-Ketten mit groBer werdendem
Versuchsumfang um p (Modellebene) stabilisieren. Das starke Gesetz der grofien Zahlen ist von theoretischem Interesse,
denn es rechtfertigt die Deutung einer Wahrscheinlichkeit als Grenzwert relativer Haufigkeiten. In
Anwendungssituationen (etwa bei Meinungsumfragen) muss man sich mit endlichen Stichproben begniigen. Dann
interessiert die WKk, dass die relative Haufigkeit h, = X/n nach n Schritten in einem bestimmten ("kleinen") Intervall um
die Wk p liegt. Konkret ldsst sich das mit Hilfe der ko-Regel bestimmen:

Nor, o(1-30 <Xsp+30) 20,994 &> Bingy(n'p -3\np(1-p) < X < np + 3fnp(t-p)) 2 0,994
= P(p —33% <hosp+ 331%&)) 20,994 < P(lh.-p| < 3%) ~99,4%  (1/[n-Gesetz fiir Bernoulli-Ketten)

nun: (kann nicht mit den Mitteln der Schulmathematik gefiihrt werden)

Ziele des Beweistrainings

- Den Ubergang zu universitdren Mathematikveranstaltungen erleichtern.

- Die Notwendigkeit von Beweisen aufzeigen.

- Den Unterschied zwischen der Anwendung und dem Beweis eines Satzes deutlich machen.

- Die 4 Beweisverfahren exemplarisch vorstellen.

- Die Fdhigkeit einiiben, selbstdndig Beweise finden zu konnen.

- Ein Gespiir fiir mathematische Exaktheit vermitteln (Wie kann man herausfinden, ob der jeweilige Beweis vollstdndig ist oder an
welche Voraussetzungen er gebunden ist?)

- Einen Uberblick iiber die wichtigsten Sdtze der Schulmathematik aufzeigen.

- Die Notwendigkeit des axiomatischen Aufbaus der Mathematik verdeutlichen. (Wieso sind die Mathematikvorlesungen der
Hochschulen in der Regel axiomatisch aufgebaut?)

Anmerkungen

- Es ist versucht worden, die Beweise so dhnlich wie maglich zu gestalten - die grundlegenden, immer wiederkehrenden Prinzipien
sollten méglichst klar hervortreten.

- Die Sadtze sind ohne die notwendigen Voraussetzungen formuliert, oft mit einer provozierenden "immer"-Formulierung verstarkt
und meist auf das Wesentliche reduziert worden (so fehlt z.B. direkt am Anfang bei Sinus- und Kosinussatz die Behandlung der
stumpfwinkligen Dreiecke. ). Unerfahrenen Schiilern soll damit geholfen werden, den Uberblick zu behalten. Fortgeschrittene
Schiiler fiihlen sich hoffentlich herausgefordert, den Giiltigkeitsbereich der Aussagen zu hinterfragen und exaktere
Formulierungen selbst zu finden.

- Diese Ubersicht ist fiir die Hand des Lehrers gedacht. Die Schiiler sollten so viele Beweise wie moglich selbststdndig finden.
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z.z.. Frauen sind bose
nun: Zweifellos anerkannt ist die TatsadsssFrauen

Geld und Zeit erforderalso:
Frauen = Geld - Zelt | wie wir alle wissen, ist Zeit Geld

= Geld- Geld | bekanrich ig Geld die Wurzel alles Bosen

= /Bose-/Bose

= Bose m
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