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Was tun bei Mammutbäumen? 

STEFAN BARTZ, MECKEL

Zusammenfassung: Wahrscheinlichkeitsaufgaben 

lassen sich im Schulbereich in der Regel über 

Baumdiagramme anschaulich und sicher lösen. 

Manchmal stößt man jedoch auf riesige, unüber-

schaubare Bäume (Mammutbäume). Anhand einer 

dem Sammelbilderproblem entsprechenden Aufga-

be wird gezeigt, wie man solche Wahrscheinlich-

keitsprobleme systematisch angehen kann. 

Aufgabe[1] 

Laut Mitteilung des Polizeipräsidiums Leverku-

sen gab es in 110 Tagen 329 Meldungen an die 

Presse (Verkehrsunfälle mit erheblichem Sach- 

oder Personenschaden, Serienunfälle, Unfälle 

mit Fahrerflucht, schwerere Einbruchsdelikte 

Schaden, Einbruchsserien). Wenn man 329 Mel-

dungen zufällig auf 110 Tage verteilt, ist es dann 

außergewöhnlich, dass es Tage ohne Meldungen 

gibt? Wie groß ist die Wk, dass zufällig 0, 1, 2, 

… meldungsfreie Tage entstehen? Ab wie vielen 

Meldungen treten mit 95%iger Sicherheit keine 

meldungsfreien Tage mehr auf?  

1. Standardlösungsansatz[2] 

Bei diesem Ansatz versucht man, Wks-Aufgaben 

erst einmal mit Hilfe von Baumdiagrammen zu lö-

sen. Wir nehmen uns zunächst ein reduziertes Prob-

lem vor: Wie groß ist die Wk, dass beim zufälligen 

Verteilen von 6 Meldungen auf 4 Tage 0, 1, 2 bzw. 

3 Tage nicht besetzt werden?  

(1) Ereignis E: Beim zufälligen Verteilen von 6 

Meldungen auf 4 Tage bleiben genau 0 (1, 2, 3) 

Tage unbesetzt.   

(2) Baumdiagramm: Um Mehrfacheinträge in ein-

zelnen Knoten zu vermeiden, weist man den 6 Mel-

dungen jeweils bestimmte Tage zu und nicht umge-

kehrt den Tagen Meldungen. D.h. man stellt sich 

eine Urne mit 4 nummerierten Kugeln vor, aus der 

man für jede Meldung eine Tageszahl mit Zurück-

legen zieht. Mögliche Pfade wären demnach: 

      

Im oberen Pfad wird der 1. Meldung Tag 1 zuge-

ordnet, der 2. Meldung Tag 2 … und der 6. Mel-

dung wieder Tag 1. Es entsteht ein 6-stufiger Mam-

mutbaum mit 4
6
=4096 Pfaden und es ist sehr auf-

wändig, dabei alle interessierenden Pfade mit Hilfe 

kombinatorischer Mitteln abzuzählen. In folgender 

Tabelle ist eine Lösung angedeutet: 

 

meldungs-

freie Tage 
Anzahl der Pfade Wk 

3 Tage 
6!

6!
 · 4      =    4 

4

4096
  = 0,10% 

2 Tage 

6!

3!3!
 · 6   = 120 

6!

4!2!
 ·2·6 = 180 

6!

5!
 ·2·6    =  72 

372

4096
  = 9,08% 

1 Tag 

6!

2!2!2!
 ·4 =  360 

6!

3!2!
 · 6·4 = 1440 

6!

4!
 · 3·4    =  360 

2160

4096
  = 52,73% 

0 Tage 

6!

2!2!
 · 6  = 1080 

6!

3!
 · 4     =  480 

1560

4096
  = 38,09% 

Mögliche Vereinfachungen 

Beim Versuch, die obige Lösung des reduzierten 

Problems auf das ursprüngliche zu übertragen, 

scheitert man. Mit schulmathematischen Mitteln, 

TR oder Excel können Ausdrücke wie 110
329

 und 

329! nicht berechnet werden. Zusätzlich ist das sys-

tematische Abzählen der jeweils interessierenden 

Pfade extrem aufwändig. So müssen z.B. im Fall „0 

Tage unbesetzt“ alle Tageszahlen 1 – 110 als Kno-

teneinträge vorkommen. In den übrigen 219 Einträ-

gen wiederholen sich folglich bereits vorhandene 

Einträge. Alle diese unterschiedlichen Wiederho-

lungsmöglichkeiten abzuzählen, bereitet sehr viel 

Mühe.   

Lassen sich nicht alle interessierenden Pfadwkn bei 

riesigen Baumdiagrammen ermitteln – sei es, weil 

sich die relevanten Pfade schlecht systematisch ab-

zählen lassen oder weil sehr viele Pfade unter-

schiedliche Pfadwkn besitzen – gibt es 3 Möglich-

keiten, die jeweilige Aufgabe durch Vereinfachung 

dennoch in den Griff zu bekommen:  

 Knoten stufenintern (vertikal) zusammenfassen 

 Knoten stufenübergreifend (horizontal) zu-

sammenfassen 

 Näherungslösung durch Simulation 
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2. Knoten stufenintern  
(vertikal) zusammenfassen 
Bei Lottoaufgaben komprimiert man den entspre-

chenden Mammutbaum, der über 10 Mrd. Pfade 

(49·48·47·46·45·44) aufweist, indem man alle 

Treffer- und alle Nichttrefferzahlen vertikal, d.h. 

innerhalb der Baumstufen zusammenfasst. Man 

stellt sich also vor, dass die Urne 43 weiße und 6 

rote nummerierte Kugeln enthält. Die 720 

6-Richtige-Pfade lassen sich dann in einem einzi-

gen Pfad zusammenfassen:   

      
 

Im ersten Knoten sind 6 der ursprüngliche Knoten 

vereinigt, im zweiten dann jeweils 5 usw..   

Auch die über 4,2 Mrd. 1-Richtige-Pfade können so 

in 6 Pfaden zusammengefasst und die gesuchte Wk 

leicht bestimmt werden: 

     

Ähnlich geht man bei Aufgaben vor, bei denen 

nach der Wk gefragt ist, dass z.B. in einem 100- 

seitigen Buchmanuskript, mit 400 zufällig verteil-

ten Druckfehlern, eine Seite 5 Fehler hat. Man stellt 

sich eine Urne mit 99 weißen und 1 roten numme-

rierten Kugel vor (sie steht für die Nummer irgend-

einer betrachteten Seite). Nun weist man den 400 

Rechtschreibfehlern Seitenzahlen zu, indem man 

400-mal aus der Urne mit Zurücklegen zieht. Da-

durch entstehen Pfade mit 400 Seitenzahlknoten. 

Wir interessieren uns für alle diejenigen, die genau 

5-mal die rote Seitenzahl „rS“ enthalten:   

 

Es ergeben sich somit 400!

5! 395!
 interessierende Pfade 

mit einer Pfadwk von je ( 1

100
)

5·( 99

100
)

395
. Die gesuchte 

Wk beträgt also:  P(E) = ( 1

100
)

5·( 99

100
)

395· 400!

5! 395!
 . Sie lässt 

sich mithilfe der Excelfunktion BINOMVERT di-

rekt bestimmen. Früher benötigte man dazu als Nä-

herung die Poissonverteilung.  

Auch Geburtstagproblem-Aufgaben führen zu 

Mammutbäumen, bei denen Knoten zusammenge-

fasst werden müssen. Will man z.B. wissen, wie 

groß die Wk ist, dass von 23 Personen mindestens 2 

am gleichen Tag Geburtstag haben, benötigt man 

eigentlich einen Baum mit 23 Stufen à 365 Ästen. 

Beim Suchen von Zusammenfassungsmöglichkei-

ten erkennt man, dass sich alle nicht interessieren-

den Pfade zu einem einzigen Pfad zusammenfassen 

lassen:  

  

Die Wk der interessierenden Pfade beträgt somit: 

P(E) = 1 – 
365·364·363· … ·343

36523  = 0,5073. 

Diese drei bekannten Beispiele zeigen, dass das 

vertikale Zusammenfassen von Knoten innerhalb 

der jeweiligen Baumstufen häufig zum Erfolg führt. 

Besonders angenehm ist es, wenn bei dieser Zu-

sammenfassung Treffer/Nichttreffer-Bäume entste-

hen, bei denen sich die Wkn schnell mit der hyper-

geometrischen Verteilung bzw. der Binomialvertei-

lung berechnen lassen, so wie es im obigen Lotto- 

bzw. Druckfehler-Beispiel der Fall ist.   

Für unsere Ausgangsaufgabe führt diese Strategie 

leider nicht zum Erfolg. Eine sinnvolle vertikale 

Zusammenfassung gelingt nicht. Das liegt vor al-

lem daran, dass alle Tage – bis auf diejenigen, die 

meldungsfrei bleiben sollen – mindestens einmal 

gezogen werden müssen. 

3. Knoten stufenübergreifend  
(horizontal) zusammenfassen 
Bei dem reduzierten Ausgangsproblem, bei dem 

den 6 Meldungen nacheinander eine von 4 Tages-

zahlen zugeordnet wird, lassen sich alle Knoten der 

1. Baumstufe sowie alle nachfolgenden Knoten mit 

gleichbleibender Tageszahl zu einem einzigen Zu-

standsknoten „3Tu“ zusammenfassen. Das sind all 

diejenigen Knoten, nach denen noch 3 Tage unbe-

setzt sind. Die dann unmittelbar nachfolgenden 

Knoten und alle ihnen folgenden, die als Knoten-

eintrag eine bereits gezogene Tageszahl aufweisen, 

können zu „2Tu“ zusammengefasst werden, denn 

nach ihrer Zuweisung sind noch genau 2 Tage un-

besetzt. Es ergibt sich so folgendes Zustandsdia-

gramm (da Kreise enthalten sind, darf man nicht 

mehr von einem Baumdiagramm sprechen):   
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Im Unterschied zum ursprünglichen Baumdia-

gramm lässt sich nicht mehr erkennen, dass hier 6-

mal Tageszahlen zugewiesen werden; die 6 Baum-

stufen sind zu 4 Zustandsstufen komprimiert. Die 

Information, dass der Graph – vom Startknoten be-

ginnend – in 6 Schritten durchlaufen wird, lässt sich 

am Zustandsdiagramm nicht mehr ablesen. 

Die Kantenwkn lassen sich leicht ermitteln. Befin-

det man sich z.B. in Zustand „1Tu“ gibt es unter 

den 4 möglichen Tagen nur noch einen unbesetzten. 

Die Wk diesen zu ziehen beträgt folglich ¼. Somit 

gelangt man mit Wk ¼ in den Zustand „0Tu“ und 

verbleibt mit Wk ¾ im Zustand „1Tu“.  

Wie erhält man nun die Wk, nach 6 Schritten in Zu-

stand „3Tu“, „2Tu“, „1Tu“ bzw. „0Tu“ zu enden? 

Um die entsprechenden Rechenschritte zu veran-

schaulichen, stellt man sich den Zustandsgraph als 

geschlossenes Wasserleitungssystem vor, durch das 

pro Zeiteinheit unterschiedliche Wassermengen von 

Knoten zu Knoten gepumpt werden. Man startet 

mit 1 Liter Wasser im Startknoten „s“ und überlegt, 

nach welcher Zeiteinheit wie viel Wasser (Wahr-

scheinlichkeit) in welchem Knoten vorhanden ist. 

Das führt zu folgender Rechnung: 

   Ü =                                                   v0 = 











1

0

0

0

0

 

        v1 = Ü · v0 = 











0

1

0

0

0

   

        v6 = Ü·v5 = Ü
6 · v0 = 











0

0,001

0,091

0,527

0,381

   

Die Übergangsmatrix Ü, die sich aus dem Zu-

standsdiagramm direkt ergibt, wird zuerst mit der 

anfänglichen Zustandsverteilung v0 multipliziert. 

Daraus resultiert ein neuer Verteilungsvektor v1. 

Multipliziert man diesen wieder mit Ü erhält man 

v2 und nach 6 Multiplikationen das gewünschte Er-

gebnis in v6.   

Matrizenmultiplikationen lassen sich bequem mit 

der Excelfunktion MMULT realisieren:  

 

Für den Verteilungsvektor v1 wird die Arrayformel  

={MMULT($B$3:$F$7; H3:H7)} eingegeben, v2 bis 

v6 lassen sich dann mit dem Ausfüllkästchen erzeu-

gen. v6 liefert die gewünschten Wkn. Nach 6 Mel-

dungen ist der Zustand „1Tu“ mit 52,7% am wahr-

scheinlichsten.
[3] 

Zieht man das Ausfüllkästchen über v6 hinaus, er-

hält man zusätzlich die Wkn, wenn 7, 8, 9, … Mel-

dungen auf 4 Tage verteilt werden. Man sieht so 

z.B., dass erst ab 16 Meldungen alle 4 Tage mit 

über 95%iger Sicherheit besetzt werden: 

 

Das ursprüngliche Ausgangsproblem lässt sich nun 

genauso lösen. Wir erzeugen einen Zustandsgra-

phen – ähnlich dem obigen, nur mit 111 Knoten – 

und daraus eine 111x111 Matrix:  

 

Es erfordert zwar einige Zeit, bis man diese Matrix 

in Excel eingegeben hat. Die eigentliche Rechnung 

v329 = Ü
329 ·v0 gelingt mit der MMULT-Funktion 

und dem Ausfüllkästchen dann sehr rasch. Der un-

tere Teil des sich ergebenen Lösungsvektors v329 

sieht folgendermaßen aus: 

                                   

Am wahrscheinlichsten sind bei 329 Meldungen 

also 5 meldungsfreie Tage (18,94%). 

Auch hier lässt sich weiter fragen: Wie viele Mel-

dungen benötigt man, bis mit einer Wk von mindes-

tens 95% alle Tage abgedeckt sind? Dafür ergeben 

sich dann mindestens 841 Meldungen.  

 s 3Tu 2Tu 1Tu 0Tu 
s 0 0 0 0 0 

3Tu 1 0,25 0 0 0 

2Tu 0 0,75 0,5 0 0 

1Tu 0 0 0,5 0,75 0 

0Tu 0 0 0 0,25 1 
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4. Simulation 
Eine näherungsweise Lösung durch Simulation ist 

nach der obigen exakten Lösung nicht mehr nötig. 

Trotzdem soll angedeutet werden, wie sie erfolgen 

könnte.  

Man erzeugt in Excel in Spalte A 329 Zufallszahlen 

zwischen 1 und 110 (diese Liste entspricht einem 

zufällig ausgewählten Pfad im anfänglichen Baum-

diagramm). In Spalte D wird diese Liste ausgewer-

tet und mit der Funktion ZÄHLENWENN ermittelt, 

wie oft jeder Tag vorkommt. Zelle G2 bestimmt mit 

der gleichen Funktion die Anzahl der 0-Einträge in 

Spalte D, also die Anzahl der meldungsfreien Tage: 

 

Über den Wiederhole-Button lässt man dann 

1000mal eine neue Zufallsliste erzeugen und merkt 

sich in G10:G17, wie viele unbesetzte Tage jeweils 

aufgetaucht sind: 

                

Bereits nach 3000 Durchläufen – d.h. nach der 

Auswertung von 3000 der 110
329

-Pfade – liefern die 

relativen Häufigkeiten in H10:H17 passable Nähe-

rungswerte für die gesuchten Wkn (s. Abbildung).
*
   

Fazit 
 Wahrscheinlichkeitsaufgaben sollte man im 

Schulbereich zunächst versuchen mit Hilfe von 

Baumdiagrammen zu lösen. Entstehen dabei 

"Mammutbäume", empfiehlt sich folgende Vor-

gehensweise: 

1. Man betrachtet zuerst einen einzelnen interes-

sierenden Pfad, überlegt, ob die anderen inte-

ressierenden Pfade die gleiche Pfadwk besitzen 

und versucht dann mit Hilfe von kombinatori-

schen Mitteln deren Anzahl zu ermitteln.  

2. Gelingt das nicht, sollte man versuchen, Kno-

ten vertikal innerhalb der jeweiligen Baumstu-

fen zusammenzufassen – möglichst zu Tref-

fer/Nichttreffer-Knoteneinträgen. 

3. Führt auch das nicht zum Erfolg, lassen sich 

vielleicht Knoten stufenübergreifend (horizon-

tal) zu Zustandsknoten verschmelzen. Das an-

fängliche Baumdiagramm kann so in ein Zu-

standsdiagramm und damit in eine Matrix 

überführt werden. Selbst Aufgaben, die zu 

Bäumen mit unendlich vielen Pfaden führen, 

können so häufig exakt gelöst werden. (Bei 

Markov-Ketten geht man analog vor.) 

4. Sollte das alles nicht funktionieren, muss eine 

Lösung per Simulation oder anderer Approxi-

mationsverfahren näherungsweise bestimmt 

werden.  

 Das im Artikel betrachtete Problem, m Meldun-

gen auf t Tage zu verteilen, stimmt mit dem 

Sammelbilderproblem
[4]

 überein, bei dem m 

Kaufaktionen auf t Bilder verteilt werden. In der 

Regel interessiert dabei die Wk, alle Sammelbil-

der vollständig zu erhalten, also in den Zustand 

„0-fehlende-Bilder“ zu gelangen. So müssten bei 

110 verschiedenen Sammelbildern ebenfalls min-

destens 841 gekauft werden, um  mit mindestens 

95%iger Sicherheit alle unterschiedlichen Sam-

melbilder zu erhalten.  

 Generell kann bei solchen Kugel-Fächer-Auf-

gaben
[5]

, bei denen m Kugeln auf t Fächer verteilt 

werden, nach der Wk bzgl. einzelner oder der Wk 

bzgl. mehrerer Fächer gefragt werden:  

(i) Wk, dass irgendein betrachtetes Fach  

0, 1, 2,… Kugeln enthält. 

(ii) Wk, dass es insgesamt 0, 1, 2, …, t  Fächer 

mit 0, 1, 2,… enthaltenen Kugeln gibt. 

Aufgabentyp (i) lässt sich – ähnlich der Druck-

fehler-Aufgabe – mit der Binomialverteilung, al-

                                                      
*
 Es wäre interessant zu wissen, wie aus dem Anteil der zufällig aus-

gewählten Pfade, auf die Güte der Näherung geschlossen werden kann. 
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so durch stufeninterne Knotenzusammenfassung, 

lösen. So beträgt die Wk, dass an irgendeinem 

Tag 0 Meldungen vorliegen Bin329;1/110(X=0) = 

4,96%. Das bedeutet, dass an den 110 Tagen im 

Schnitt 110
 · 

0,0496 = 5,45 meldungsfreie Tage 

entstehen. Will man dann jedoch die Wk für z.B. 

insgesamt 5 meldungsfreie Tage ermitteln, befin-

det man sich beim schwierigeren Aufgabentyp 

(ii). Dort helfen nur noch – wie oben gesehen – 

stufenübergreifende Knotenzusammenfassungen 

oder Näherungsverfahren weiter.  
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