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"Reden lernt man durch Reden.
. . . Beweisen lernt man durch Beweisen."
Die 4 Beweisverfahren der Mathematik
Man versucht, den zu beweisenden Satz als mit auszudricken
und die Gleichung dann mit einem der folgenden 4 Verfahren zu bewiesen:

Man Uberflhrt die eine Seite der Gleichungen

(evtl. Bottom-up-Trick nutzen)

(1.) Man nimmt an, dass der zu beweisende Satz nicht stimmt, und zeigt
(2.) dass sich
(3.) Damit ist die Annahme widerlegt und der Satz bewiesen.

Um die Falschheit einer Aussage zu bewiesen, genligt es,

(1.) Man zeigt, dass die Gleichung fiir
(2.) Man nimmt an, dass sie und zeigt
(3.), dass sie dann auch gelten muss.

Welche Ziele werden mit diesem Beweistraining verfolgt? (s. S 40)

. . . . . . " - =
Wie lassen sich Vektorbetrage in Geometriebeweisen ,entfernen”? |a|* = oder |a||b| cosa=

© www.stefanbartz.de/videos.htm

Ziel Standardlsg-Verf.
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Arithmetik

Satz 1: Es gibt unendlich viele Primzahlen.
% Aus welchen 3 Schritten bestehen indirekte (Widerspruchs-) Beweise?
< Wie werden Widerspruchsbeweise tagtdglich genutzt? ,Angenommen mein Mandant wére der Tater gewesen, ...."
% Was sind Primzahlen? Zerlegen Sie in Primfaktoren: 12, 90, 99, 27

% Zeigen Sie, dass 2, 3, 5, 7 nicht die einzigen Primzahlen sein kénnen?

zz.: Es gibt unendlich viele Primzahlen

nun: Angenommen es gdbe nur die Primzahlen p1, p2, .., pn Also endlich viele und pn wére die groBte.
Dann dirfte die daraus gebildete gréBere Zahl keine weitere Primzahl sein.
Gleichzeitig musste sie aber eine sein, da sie sich in Es verbleibt immer Rest 1.

= Annahme kann nicht wahr sein. ® Sie wiirde zu einer unsinnigen Aussage fuhren, die gleichzeitig w und f sein musste.

Satz 2: \/_2 ist nicht abbrechend und nicht periodisch.
% Welche Zahlenmengen kennen Sie?
% Was sind irrationale Zahlen?
% Wie lasst sich jede abbr. bzw. period. Zahl als Bruch schreiben?  1,94388 =

% Wie lasst sich anhand der Primfaktorzerlegung entscheiden, ob es sich um eine Quadratzahl handelt? 156=
22050 = 784= — Jede Primzahl muss in gerader Anzahl auftreten.

zz: +[2ist nicht abbrechend oder periodisch
nun: Angenommen 2 ware doch abbrechend oder periodisch.

Dann lieBe sich /2 darstellen, d.h. es mussten zwei natirliche Zahlen n und m existieren mit
=42 = =S d.h. n> miisste den Primfaktor "2" einmal mehr enthalte als m? also in
Anzahl; gleichzeitig missten n? ihn, als Quadratzahl, in Anzahl enthalten.

= Annahme kann nicht wahr sein. @ Sie wiirde zu einer Aussage fiihren, die gleichzeitig w und f sein musste.

% Zeigen Sie, dass die Menge der Quadratzahlen Qz = {0; 1; 4; 9; 16; 25, ...) und die Menge N exakt gleich viele Zahlen besit-
zen mussen.

% Wann enthalten 2 Mengen A und B gleich viele Elemente? Wenn zwischen ihnen eine
maoglich ist. Jedes Element hat dann einen eindeutigen Partner in der anderen Menge und es gibt keine partnerlosen Elemente.

% Was ist verbliffend bei unendlichen Mengen und wie l3sst sich diese Eigenschaft zeigen?

1
Man kann massenhaft Elemente entfernen, ohne dass sich D = "
. _ . . 2 3 4 5 (3
zz: |N|=]Q| abzéhlbar unendlich 71 AERE
nun: N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 | 13 | 14 | 15 | 16 Z N
e BHEERE
sl s[s|s|e]|e
Man nummeriere fortlaufend alle vollstandig gekirzten und noch nicht vorgekommenen Briiche. LI 2
Dies ist eine vollstandige Paarbildung (Bijektion): Jede Zahl kommt genau 1-mal vor, keine bleibt partnerlos. B

zz: |N| < |R| iiberabzahlbar unendlich ~ (Machtigkeit des Kontinuum: [R| = 2/N1) N R
nun: Angenommen N und R enthielten gleich viele Zahlen. Dann misste zwischen ihnen eine vollstdndige Paar- g 8’@3232“‘
bildung méglich sein. In der entsprechenden Zuordnungstabelle missten alle R-Zahlen irgendwann auftau- | , _7: 41783:
chen (keine darf ja partnerlos bleiben). Gleichzeitig lasst sich die in der Ta- 3 | -0,11[@000...
belle nicht auftauchen kann, da sie sich an der i-ten Nachkommastelle von jeder vorkommenden i-ten Zahl 4 | 40,913[83..

unterscheidet (im Beispiel rechts etwa ) = Annahme kann nicht wahr sein. ® R

Satz 4: Drei wichtige endliche Zahlenreihen‘

kS

“ Wenden Sie die Formeln a) und b) fiir n=99 und c) fiir n=5 und x=2 an.

kS

% Wie konnen die Formeln a) und b) graphisch und wie mit dem Standardverfahren der Analysis beweisen werden?

e

% Aus welchen 3 Schritten besteht das Beweisverfahren der vollstandigen Induktion? Wann lasst es sich nur anwenden?
zz: a)1+2+3+..+n = b) 1+3+5+7+...+n = Q) XO+x" X%+ +X" = geom. Reihe

a) stimmt sie fir n=1?

stimmt sie fiir n=k+1? Angenommen 1 +2+3+..® k)

= gelte, gilt dann auch:
nun: T+2+3+..+k+(k+1) = [ ]
Somit stimmt die Formel fir n=1 und flr jeden Nachfolger, folglich fiir alle Zahlen neN.

b) stimmt sie fir n=1?

stimmt sie fiir n=k+2? Angenommen 1+3+5+..@: (k”ilw gelte, gilt dann auch:
nun: 14345+, +k+(k+2) = u
— yn+1
Q) nun: XO+x'+x2+..+X" = 11 _XX < O+xH X (1x) = 1-x" < =1-x"'m
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Satz 5: Zwei wichtige unendliche Zahlenreihen

% Erlautern Sie den Unterschied zw. einer Folge und einer Reihe anhand der Fibonacci-Folge und der Folge (0,1™) ¢y -
% Wieso muss 0,9 = 1 absolut exakt gelten? Sonst wére

< Erklaren Sie anhand von 3 Beispielen, unter welchen Bedingungen eine unendliche Zahlenreihe konvergieren kann.
0,1°+0,1"+0,12+0,1%+... = 1+0,1+0,01+0,001 +...

0,5%+0,5'+0,5240,5%+... =1 + s+ 4 T4 S 4 .. =
2 4 8 16

Aber: T4t =
< Beschreiben Sie das Paradoxon von Achilles und der Schildkréte und decken Sie den Denkfehler auf. In einem Rennen lasst
Achilles der Schildkréte 32 m Vorsprung; er selbst lauft doppelt so schnell wie sie. Eigentlich dirfte Achilles die Schildkrote nie einho-

len, denn immer, wenn er dort ist, wo die Schildkrote vorher war, ist diese schon wieder ein Stiickchen weiter. Wieso tberholt er sie

doch?

zz: X+ X'+ @+ 3+ = 1+x falls |x| < 1 gilt, sonst = oo 3_ IS Ao —
1 ~ 4 :ji@

nun: lim x%+ x"+ ..+ x"= = 7=, fallsjx] <1 ® |siehe Satz 4c) und Grenzwertsétze

n—-oo -

Tt 1, 1. 1 1 1 1 . . . .
2Z: gt gt gkttt =0 Divergiert; die hinzukommenden Nachkommawerte werden zu langsam klein.

w_} — ~—-—
2

nun: -+ 1 + B aber —+—+—+- =2 (Zeta-Funktion) und =+ =+~ + - = e-1

12 12 22 32 6 20 3!

Algebra

Satz 1: Die "von"-Merkregel in der Prozentrechnung funktioniert immer.
< Erlautern Sie, wie die 4 Aufgabentypen der Prozent- und Zinsrechnung schnell geldst werden kénnen.

z.z: Hinter der Merkregel steckt die Gleichung bzw. ; es genugt also, diese zu beweisen.
nun: Wenn sich der Prozentsatz p verdoppelt, dann verdoppelt sich auch der Prozentwert W, d.h. beide GréBen stehen
in einem Zusammenhang. Entsprechende Verhéltnisse sind somit immer gleich, also u

Satz 2: Bei proportionalen (antiprop.) Dreisatzaufgaben dirfen entsprechende Verhaltnisse (Produkte) gleichgesetzt werden.
% Wieso sind die Uni-Vorlesungen meistens axiomatisch aufgebaut?

% Wie lautet der proportionale und der antiproportionale Dreisatz?
nun: ver-k-facht sich GroBe x ver-k-facht sich GroBe x
so ver-k-facht sich auch GroBey = so k-telt sich GroBey =

X; X: X; X;
< sk L on_%pn < =220 oy =xy, B
vy Y, oy

Satz 3: Die Binomischen Formeln und die abc-Formel gelten immer.
nun: (@+b)’=(@+b)@a+b)=a’+ab+ba+b’>=a’+2ab+b®> m

nun: Sei ax? + bx + ¢ = 0 gegeben a b
= a
=3
N b
—-b £V b?%-4ac
@ XE— "

nun: Aus yx = -7 misste dann x = 49 und damit folgen. m

Satz 5: Die Potenz- und Logarithmusregeln gelten immer.‘

% Nennen Sie die 5 Potenz- und die 3 Logarithmusregeln.

nun: a“a*=.. = | nun: a“b'= .= | nun: @) =.. = ]
. _ log,a + log,c _ ;. log ac
nun: log,a+log,c=logac < b~° b*=p b = v om
log a
N = . = = = /
nun: log, a fog, b < log a-log b =log a < & logca=logca< a=a v ®

Satz 6 : Frauen sind bose.

% Wieso ist folgender Beweis falsch? Wieso sind unumstoBliche Beweise nur innerhalb der Mathematik moglich?
z.z: Frauen sind bése. '
nun: Zweifellos anerkannt ist die Tatsache, dass Frauen Geld und Zeit erfordern, also:

Frauen = Geld - Zeit
= Geld - Geld
= V/Bbse - VBase
= Bose u

35



Tipp: Jeder Punkt einer Mittelsenkrechten ist gleich weit entfernt von den jeweiligen Eckpunkten = Umkreispunkt
Jeder Punkt einer Winkelhalbierenden ist gleich weit entfernt von den jeweiligen Schenkeln 9 Inkrelspunkt
Seitenhalbierende ist Schwerlinie, da A1 = Az (g und h gleich) = Schwerpunkt :

Wieso muss y = Vr2 — x2 die Gleichung des Halbkreises sein? <. Abb.

X3

8

% Erlautern Sie das Integrationsverfahren der Substitution anhand von fz(:":;)z A4
Wie kommt man auf den Substitutionsansatz? Oft muss der Nenner zusammengefasst und ein Bruch entfernt werden.

0
B

Wieso gilt (sin x)? + (cos x)? = 1 und wie lasst sich damit [(cos x)? dx bestimmen? Am Einheitskreis zeigen.

2.2 Axreis =T r2
nun: Ages = 2" VrZ—x2dx=2r-[" |1 ——dx
=2r fn/ V1—sin2z-r-coszdz

-1/2

2
fn/zcos zdz

2 1. 1 17/? 2
= 2r°-|=-sinz-cosz+-z =r°m L]
2 2 demy2

% Zeigen Sie, dass die Pyramidenformel bei quadr. Pyramiden stimmt. Ve,.onice=
% Wie lautet der Strahlensatz? Wie lautet der VergroBerungsfaktor der Flache?

3 2
% Wie kann man m.H. der Analysis zeigen, dass 12+22+...+n? n—+"?+g Wertetabelle

ZZ.: VPyramide = §Gh

nun: Man teilt die Hohe in n Teile auf und zeichnet n-1 Prismen im Innern der Pyramide.
= Vpyramide = rI1IrDo (Vi + Va+..+ Vi)

—1im Y (G4 Got..+ Goi)

n-oo N

SimM( G+ G+.+ 0
n-oo N

=lim (12 4 22 4ok (n-12)

noeo
Gh, n n? n

=lim =5 (5 - 2+6)
. L
= lim Gh(a 2n * o)
1

=36-h [ |

% Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der roten Gerade rechts.
1

2.2.. Viegel = gG-h

nun: Man "legt" den Kegel mit der Hohe auf die x-Achse und

lasst die duBere Kante f(x) = ﬁx um die x-Achse rotieren.

2 h
VKegeI = VRotationskérper =71 fohf(x)z dx =m- foh = . [ ] = §T[T2h ==-G-h m

h2
. 2
ZZ.: VHaIbkugeI = 3 G-h

T r 2
nun: VHaIbkugeI = VRotationskérper =m- fO dx =m- [ ] =" ;7‘3 ==G-h =
0

* Akreis UNd Viugel liefern — abgeleitet — die Formeln fiir Kreisumfang und Kugeloberflache (Wieso? s. S. 39).

36



b — = i . .
zz: 2= s ag|a nun: o= = | | Stufenwinkel, Sinussatz
a b sinf
zz. c2=a’+b? | falls ¢ Hypotenuse ist
nun: Jedes rechtwinklige Dreieck ldsst sich, , zU nebenstehendem Quadrat anordnen.
In der Mitte entsteht dann immer ein weiBes Quadrat der Flache c2. | wieso?

Eine Verschiebung zeigt, dass diese weiBe c>-Flache gleichzeitig a? + b? groB sein muss. ®

Ohne Verschiebung, rechnerisch: ¢? = = a’+b’ m

a b c
2Z. T o=T =T | bottom-up
sina  sinB  siny
a b
nun: - = = = = -
sina sinf

zz: ¢ = a’+b?-2ab-cosy

g + h? | g und h entfernen
| p entfernen

nun: c?

(b - a-cosy)? + (a-siny)?
b2 — 2b(a-cosy) + (a-cosy)? + (a-siny)?

| siny + cos’y = 1

a% + b? - 2ab-cosy |

O
|31 B
nun: @ob'=aib1 + azb2 + asbs | bottom-up a-b
= 0,5 (2a1b1 + 2a2b2 + 2asbs)
=0,5[ar + a2 +as® + b1? + b2? + bs?— (a1 - b1)? - (@2 - b2)2— (azs — bs) ?]

zz: dob=|a]|B|cosy undsomity = cos’

ol

@ = a’> + b? -2ab-cosy
= |3a-B? =|3]*+|B|*-2|2]||B|cos y

= 0,5 [ |§|2 + |5>|2 - | S-Blz] | Kosinussatz s. Abb. <—>‘§HH‘COS v :015(|§|2+|B|27‘5’76|2)
=|3|-|B]-cosy .

zz: FXBLl3 und TXBLB d.h. TXBod =0und @ XBoB =0

nun: @ XB 0@ = arazbs — arasbz + azasbi — arazbs + atasb, — azasbt =0 m

ZZ.: |5) %Bl = Apara  bzw. |§) %B’F = (APara)2

nun: |3XB? = (azbs-azbz)? + (asbi-a1bs)? + (arbz-azb1)?
= a2%bs? + a3?b2? + ar’bs? + az?bi? + a1?b2? + a:?b+? — 2(azasbabs + arasbibs + aiazbibz) | bottom-up
= (ar? + a2® + a39)-(b1? + b2? + b3?) — (arb1+ axbz + asbs)?

= 3] |B)P-(3 0 B)? | Winkelformel

= |32 |BP-|3]?|B|? - cos’a | Ausklammern

= |3 |BJ? -(1-cos? o) | sin?y + cos?y = 1 B R

=3P |BR i’ a) — >
=3P | =(g-h? = (Araa)? u

zz. (@¥B)oT = Vspat

nun: (@ ¥P)€ = Ro<T | Winkelformel
= | cos-Definition
= | |7]= Apara
=G-h =Vspa ® |V <0=90°< a <270° = W und T zeigen in unterschiedliche Halbraume

APX V APo R
22 dg,PZJTl bzw. der = JTI
v il
APX ¥ AoviXv;  |APoR
nun: dg,Pz hpara = =]Tl bzw. dE,P= hSpat= =%=I_Ol
[V] Vi7sve ol
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Analysis

Satz 1: Die in der Tabelle angegebenen Fktn f' liefern tatsachlich die vollkommen exakte Steigung und zwar an allen Stellen.

% Wie kann man die Steigung eines krummlinigen Graphen visualisieren und wieso mit AIlmoA—i exakt bestimmen?
s

% Beweisen Sie ohne Ableitung, dass die Steigung beiy = x? an der Stelle 3 tatsachlich exakt 6 betragt.
% Beweisen Sie ohne Ableitung, dass die Steigung beiy = x2 an der Stelle xo tatséchlich exakt 2xo betragt.

F f f
. . . . T —_ 1 + —
a) z.z.: Die Steigung bei y = x" betragt an der Stelle xo tatséchlich exakt rxo™ T XM+c X" rx™ o
r
L e+ e e z
’ dx | | 1 S
xInx=x+c nx < =
) (6)~x{)~Ax° + (:)-x5'1~Ax1 + (;)-X6'2~AX2 — (:)-xg-Axr - xp - X '
=i|xrn) o —COSX +C sin x COs X
k-G k-g k-g' g
- r-1 u ' ' 2
W b
g - q' ' =X X g g' -h' =]
b)zz = g'h +gh o o Lr%
nun: - 220 = jim 230 Gh-Jgh | g-h| gh+gh |8
X Mx-0 Ax gt <
[f(2) dz - S =
h-Ag  |agan - lim %7y.-Ax
. Ag . oAb . Ag nse i
- =h- i'xrﬂ) ~ 79 i'xrﬂ) =T L'er'o v i'xrf(') Ah numerische... ... Verfahren
gh |B& dg dh dg
=h-g + g-h' =
Cdothy
C)zz: o -9 (h)-h
d(g(hix))) _ d(g(xo)) , .
M TR T T - = = g'h(o)h'xo) =

Satz 2 (HDI): Die in der Tabelle angegebenen Funktionen F liefern tatséchlich den exakten orient. Flacheninhalt.

% Wie kann man zeigen, dass die Fktn F der Tabelle tatséchlich Stammfunktionen sind?
% Wie kann man die orient. Flédche eines krummlinigen Graphen visualisieren und wieso mit lim }7y.-Ax exakt bestimmen?
n—oo

% Beweisen Sie ohne Stammfkt., dass die Flache unter y = x? von 0 bis 4 tatsachlich exakt 21,3 betragt.
% Beweisen Sie ohne Stammfkt., dass die Fliche unter y = x? von 0 bis xo tatsachlich exakt 1/3-x0> betragt.

b
a) zz: [f(x) dx = F(b) — F(a)

S .

= = lim (

= /_A_\ f_L\ /_A_\ [_H

1 X

g

| . z3

| - r!m( Tangentensteigung F'(z3)

Sekantensteigung “&=rtxz)
- F(b)-F@) ™ VN
F'(z3)-Ax = F(x3)—F(x2)

’I‘z Z3 ’I‘s
% Ist damit automatisch fiir alle (!) Funktionen f gezeigt, dass F(b)-F(a) immer die absolut exakte orient. Flache

iefert?

< Wie lasst sich noch erkennen, dass ,Stammfkt F* und ,or. Flachenfkt O" im Prinzip dasselbe sein muss?

f(xo)

% Achtung:
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Weitere Beweise zur Tabelle und zu Satz1 und Satz2.

deX
1d)zz: — =¢*
dx
aun: dex_d(><°_'_><1_'_><2_'_><3+><4 x> )
N T T ax\o 1 21 31 TR
dsinx
e)zz: —— =COSX
dx —_r
nun dsinx d (x1 x3 x> x! + x2 x" + )
un: =— |-+t ==+ — - —
dx dx\11 31 5 7 R ET
dInx 1
z.z2. =-
f) dx X
nun: 1 = _ _ .dlnx
’ B - B dx
.
. dx’ — r-1
g)zz: o - X
dx" _
nun: == = = = = X
X
. 4 g_ghgh
h) z.z.: wh- M .
d g g'h—gh’
nun: & h = = = = h2

i)zz.. Die Ableitung der Kreisfliche A = Tir> muss exakt dem Kreisumfang entsprechen.
nun: — =Ilim = = = =U

j)zz: Die Ableitung des Kugelvolumens V = §~Ttr3 muss exakt dem Oberflacheninhalt entsprechen. /f ﬁ\

dv. . AV _ _ E
s 5= lm - - -0 —
2b)zz: [gh = Gh - JGh'
nun: (Gh - [Gh")" = = =g-h
b h~1(b ,
Qzz: [ f(x)dx= fh_l((a)’ F(h) - dz
h~1(b ,
nun: fh_l((a))f(h) W dz=
= = = f:f(x) dx
: Nachweisverfahren wichtiger Eigenschaften von f ‘
f ist Giberall” ... aqsch;ulicher Nachvy_eis exakter Nachweis
(bei exotischen Fktn evtl. ungtiltig)
umkehrbar X1 # X2 = f(x1) = f(x2)
c streng monoton X1 < X2 = f(x1) < f(x2)
integrierbar” m OS = le us
stetig lim Ay =0
differenzierbar lim %X existiert
Ax—0 BX
\ Beispiele
integrierbare £ = o viele Springe
diffbare f@) = 1Sprung
Funktionen
fl) = 1 Knick

" Immer bezogen auf den Definitionsbereich. So ist die Hyperbel f(x) = x~" (iberall stetig, da die Sprungstelle x = 0 nicht zum Definitionsbereich gehort.
" Der HDI gilt (anders als die Integrierbarkeit) nicht an Sprung-, Oszillations- und Polstellen; sonst miisste z.B. foz(x —1)72dx = -2 % gelten.
" Zuséatzlicher anschaulicher Nachweis fiir die Differenzierbarkeit: Der Graph ist in jedem Punkt lokal durch genau eine Gerade approximierbar.



Anhang I: Grundverfahren, mit dem man Steigungen ohne Ableitungsfunktion exakt bestimmen kann.

% Wie bestimmt man die Steigung einer Geraden? ,
Was ist eine Tangente? Was passiert, wenn Ax f(x) =05 (x—2)"+1
Uber den Schieberegler verringert wird? A

A(4,34, 3.74)

. . . . Steigun dy _ ?7?
% Berechnen Sie selbst die Steigung von fim BUng 4x — °°°

it lim & 2
Punkt P mit Jim % _ Ay 224
. . Sekantensteigung — = —— = 1.67
a) naherungsweise. Ax 1.34
1
Ax =1.34
o
0
b) exakt. 0 1 7 3 4 5 6 7 8

. . . A
«» Was ist der Unterschied zwischen i und

Anhang II: Grundverfahren, mit dem man orient. Flacheninhalte ohne Stammfunktion exakt bestimmen kann.

« Wie berechnet das abgebildeten Geogebra-Blatt
Us und Os? Was passiert, wenn n Uiber den

Schieberegler erhoht wird? )
f(x) =05 (x—2)°+1 5
« Berechnen Sie selbst die orient. Flache zwischen \ 4 orient.Flache / f(x)dx =77

f und der x-Achse von 0 bis 5 mit lim ¥y, Ax 70

) nah . 3 Obersumme Os5 = 14.5
a) haherungsweise.
9 Untersumme Us = 8
2
n=>5
L 2
1
0
b) exakt. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

« Wofir steht das stilisierte ,S” und wofiir das ,dx” bei der Beschreibung des orientierten Flacheninhalts?

« Merke: Wie lassen sich Steigung und Flache ohne Ableitungs- bzw. ohne Stammfunktion bestimmen?

Ziele dieses schulischen Beweistrainings

- Einen wiederholenden Uberblick Gber die zentralen Inhalte der Schulmathematik vermitteln.

- Den Ubergang zu universitdren Mathematikveranstaltungen erleichtern.

- Die Notwendigkeit von Beweisen aufzeigen.

- Den Unterschied zwischen der Anwendung und dem Beweis eines Satzes deutlich machen. (Vom WIE zum WARUM.)

- Die 4 Beweisverfahren der Mathematik exemplarisch vorstellen.

- Die Fahigkeit eintiben, selbstandig Beweise finden zu kénnen.

- Ein Gespur fir mathematische Exaktheit vermitteln (Wie kann man herausfinden, ob der jeweilige Beweis vollstandig bzw.
an welche Voraussetzungen er gebunden ist?)

- Die Notwendigkeit des axiomatischen Aufbaus der Mathematik verdeutlichen. (Wieso sind die Mathematikvorlesungen
der Hochschulen in der Regel axiomatisch aufgebaut?)

Anmerkungen

- Es ist versucht worden, die Beweise so ahnlich wie mdglich zu gestalten — die grundlegenden, immer wiederkehrenden
Strukturen sollten méglichst klar hervortreten.

- Die Satze sind ohne die notwendigen Voraussetzungen formuliert, oft mit einer provozierenden "immer"-Formulierung
verstarkt und die Beweise meist auf einen wesentlichen Fall reduziert worden (so fehlt z.B. beim Sinus- und Kosinussatz
die Behandlung der stumpfwinkligen Dreiecke, bei der Winkelsumme fehlt der konkave Fall usw.). Ungelibte Schiiler sol-
len so den Uberblick behalten kénnen. Fortgeschrittene kénnen den Giiltigkeitsbereich der Aussagen hinterfragen und
exaktere Formulierungen selbst versuchen zu finden.
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Stochastik — Mittelwert und Varianz

Satz 1: Mittelwert und Varianz anhand einer Urliste, Haufigkeitsliste oder Wks-Verteilung bestimmen.

<+ Beschreiben Sie den Unterschied zwischen:

a) Grundgesamtheit GG < Stichprobe SP anhand einer . Mittelwert o

b) Urliste < Rangliste — Haufigkeitsliste
Urliste einer GG _ 2 _

) pox e p’(X) gemessene MerkmalsgroBe x; #= c
d) 0% < s2 = g?(X)

e) u = o Urliste einer SP s? =
. . riiste einer
< Nennen Sie 3 Mittel- und 3 Streuwerte. Median-, Mo- A

dal-, arith. Mittelwert; mittlere Abw., Varianz, Standardabw.

R
Il

1

P e (g — x)?

< Mit welcher Excel-Funktion lasst sich eine Urliste in
Haufigkeitsliste einer GG

eine Haufigkeitsliste tberflihren? = ) u = g° =
. . gemessene MerkmalsgroBe xi
< Wieso verwendet man beim Streumal (x; — p)? statt
[oc; — ul? ableitbar; zerfillt nicht in 2 Gleichungen . 52(X) =
% Wieso muss die Stichprobenvarianz i.d.R mit der N&- DGR wX) =
A mogliche MerkmalsgroBe xi
herungsformel bestimmt werden? = u(X?) — ux)?

< Wie lasst sich die Varianz in Excel anhand des Ver-
schiebungssatzes p(X?) — u(X)? bestimmen?
Statt einer Spalte mit Abweichungsquadraten (x; — 1 (X))? benétigt man lediglich eine mit Merkmalquadraten x;2.
% Erlautern Sie, wie die Varianz der folgenden Wks-Verteilung mit und ohne Verschiebungssatz bestimmt wurde.

Xi pi XiPi (i — (X)) %pi xpi px) =02
- 05 -05 0,72 0,5 *(X) = J((X-p(X)? = 1,56
1 03 03 0,192 03 *(X) = pOA-pX)? =16-02% = 1,56
2 0,2 0,4 0,648 0,8
)3 0,2 1,56 1,6
zz.: Bei der Ndherungsformel fir die Stichprobenvarianz muss durch ,n-1"
statt durch ,n” geteilt werden. /\

nun: Da die Messwerte x; i.d.R weniger um den SP-Mittelwert x als um den wahren Mittelwert p
streuen (s. Abb.), wird nur durch ,n-1" statt durch ,n" geteilt. Dadurch vergréBert sich die
berechnete Varianz etwas; sie stimmt so besser mit der gesuchten berein.

z.z.: Verschiebungssatz: 6?(X) = u(X?) — u(X)>  bzw. s = u(X?) - u(X)?
nun: s%= %E{‘ﬂ(xi— w2 = %E{‘ﬂ[x?— 2xiu+p2] | binomische Formel
:%'Zinﬂ X - 2P'%Zi”=1 Xi+ %'n'PZ

=13 - 2ppp? = 2B o -2 = p(X)- p(x)?

2l
x<

|Satz 2: pund @2 leichter bei der Bin- oder Hyp-Verteilung bestimmen.|

% Wie lauten Erwartungswert und Varianz bei der Bin- und bei der Hyp-Verteilung? p= Vgin= Viyp=
zz: Erwartungswert und Varianz der Bin-Verteilung lauten p(X)=n-p und  ¢?(X)=n-p-(1-p)
nun: p(X) = pXa+ Xi+...+ X1) = =np | binomialvert. X setzt sich aus n Einzelvorgangen X; zusammen | Linearitdt von , s.u.
a?(X) = a?(Xa+ Xi+...+ X1) = =n-[ u(X1?) = u(X1)? 1=n-(p -p?)=np(1-p) | Verschiebungssatz | u(X:?) =0%(1-p)+1%p = p

|Satz 3: p und @ leichter bei zusammengesetzten Wks-Verteilungen bestimmen (Linearitét).|

% Die unabhéngigen ZufallsgroBen X und Z haben den Erwartungswert 7+1,1 bzw. 9+0,7. Bestimmen Sie

a) W(3X+4Z+8), V(3X+4Z+8) b) u(X+X+X), V(X+X+X) ) %(3X) 65+21.1|21£3.3|+9,9
zu a) u(3X+4Z+8) = =65, V(3X+4Z+8) = =21.1
% Wieso handelt es sich bei ,3X" und ,X+X+X" um unterschiedl. ZufallsgréBen? Wieso ist die Varianz der ersten viel gréBer?
Bei der ersten wird das Zuffallsexperiment nur ausgefiihrt und das Ergebnis mit 3 multipliziert, bei der zweiten wird es ausgefiihrt.
Beide haben den gleichen Mittelwert, u(3X) = = = u(X+X+X). Jedoch ist die Varianz der ersten 3-mal so groB, da
sich Schwankungen dort nicht ausgleichen kdnnen: V(3X)= »> VX+X+X) = =
zz.: Linearitat von p: p@X+b) = apu(X)+b X, Z seinen voneinander unabhéngig

nun: p(aX+b) = ¥, ((axi+b)Pi) =20 (axip,+bp,) =a XL xip; +b XiLq pi = ap(X) + b1

zz.. Nicht-Linearitdt von V: V(aX+b) = a2V(X) X, Z seinen voneinander unabhingig
nun: V(@axX+b) = [(aX+b — u(aX+ b))z] | V ist der Mittelwert der Abweichungsquadrate | p ist linear
= [(aX+b —auX) —b)z] | a ausklammern, Potenzgesetze
= [a2 (X~ p(X))Z] | wist linear
= a’pu [(X - p(X))z] | Vist der Mittelwert der Abweichungsquadrate
= a2V(X)
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Anderungsrate und Gesamtmenge
entsprechen Steigung und Flache

1 Ineine Badewanne wird gleichmaBig Wasser einge-
lassen (30 | /min). Nach 8 Minuten wird das Wasser ab-
gedreht und aus Versehen der Stopsel gezogen und es
flieBen fur 2 Minute gleichméaBig 50 | /min ab. Um die
Wanne wieder zu fillen, wird der Abfluss gesperrt und
der Zufluss etwas geodffnet, so dass gleichmaBig fir 3
Minuten 25 | /min zuflieBen.

a) Wie viel Liter Wasser sind am Ende insg. in der Wanne?
b) Stellen Sie eine Funktionsgleichung fiir obige Ande-
rungsrate und firr die unter a) ermittelte Gesamtmenge
zum Zeitpunkt t auf.

¢) Wofir steht in diesem Sachzusammenhang das ,.c”
in der Stammfunktion?

d) Wieso miissen die Flachen oberhalb der x-Achse ad-
diert und die unterhalb subtrahiert werden?

2 Das vorherige Bild zeigt die momentanen Geschwin-
digkeiten dreier Verkehrsmittel auf ihrem Weg von
Minchen nach Hamburg.

a) Bestimmen Sie ndherungsweise die Strecken, welche
die drei Verkehrsmittel jeweils zuriickgelegt haben.

b) Berechnen Sie damit nadherungsweise die Durch-
schnittsgeschwindigkeiten der Verkehrsmittel (inclu-
sive Pausen).

¢) An welchen Orten konnte das Auto eine Pause ein-
gelegt haben?

3 Eine Seifenkiste fahrt bergab, anschlieBend bewegt
sie sich mit gleichférmiger Geschwindigkeit auf einer
Waagerechten, bevor sie bergauf bis zum Stillstand
rollt. (Die Abb. zeigt das v-t-Diagramm).

<~ 1 1 I 1
| Geschwindigkeit vinm/s |
20 \

‘
15 |

I
10 )

5
4

0

05|10 05
-5

1
|
]
1
!
1
1
+
1
1
T
1
|
Ll
1
|

a) Skizzieren Sie ein entsprechendes s-t-Diagramm.

b) Welcher Weg wurde insgesamt zuriickgelegt?

¢) Wie lauten die Gleichungen fir s und v?

d) Erklaren Sie anschaulich, warum der Gesamtweg s
genau der Flache unter v entsprechen muss.

4 Die Funktion fi(t)=at-e 925 (a>0) beschreibt die An-
derungsrate des Wirkstoffs im Blut eines Patienten nach
Verabreichung eines Medikaments (s. Abb.).

10 |{mg/h]
8
6
4

2

0]
flo 2 4 ] 8 10 12 14 16 18 20 22 24;[1’!J

a) Gesundheitsgefihrdungen kénnen ab einer Ande-
rungsrate von 14 mg/h eintreten. Welche Dosierungs-
hohe a darf demnach nicht tberschritten werden?

b) Wann wird das Medikament am starksten abgebaut?
c) Welche Wirkstoffmenge hat der Patient nach 24 Stun-
den insgesamt aufgenommen (fiir a = 6)? Bestimmen
Sie auch die mittlere Anderungsrate in dieser Zeit.



5 Der unten abgebildete Funktionsgraph zeigt die
Geschwindigkeit eines Aufzugs. a) In welcher Hohe be-
findet sich der Aufzug nach 10 Sekunden? b) Skizzieren
Sie einen moglichen h-t-Graph.

i)

Geschwindigkeit in

s
[}
I
T

Zeit in Sekunden

2
I
T

6 Die monatliche Gewinnrate einer Firma ist im Dia-
gramm abgebildet. Bestimmen Sie den Gesamtgewinn
der Firma naherungsweise.

Gewinnzufluss in Tausend € /Monat

2507
200t
1501

1001
1 Zeit in
@ ‘ | | ‘Monaten

[NEENN: Wm 18
-100+

7 Anderungsraten und Gesamtmengen erkennen.

Gesamtmenge (Flache) ‘ i-'\nderungsrate (Steigung)

Zuflussrate [I/std.]
Schadstoffrate [g/min]
Geschwindigkeit [m/s]
Beschleunigung [m/s?]

Wachstum [Anzahl/Stunde]
Inflationsrate [€/Jahr]
Radioaktivitat [Zerfalle/s] [Bq]
Stromstarke [C/s] [A]

Wassermenge [l]
Schadstoffmenge [g]
zuriickgelegter Weg [m]
Geschwindigkeit [m/s]
Bestand [Anzahl]
Warenkorb-Wert [€]
Zerfélle [Anzahl]
Ladungsmenge [C]

Energie [J] Leistung [J/s] [W]
Energie [J] Kraft [J/m] [N]
Energie [J] Spannung [J/C] V]

Kreisflache [m?] Kreisumfang [m?/m]

a) Woran kann man erkennen, ob es sich bei einer ge-
gebenen GréBe um eine Anderungsrate handelt?

b) Nennen Sie 3 reale Probleme, bei denen die Ande-
rungsrate gemessen und daraus die Gesamtmenge er-
schlossen wird.

c) Nennen Sie 3 reale Probleme, bei denen umgekehrt
die Gesamtmenge gemessen und daraus die Ande-
rungsrate erschlossen wird.

8 Die Kraft, die die Erde auf eine 2000 t Rakete aus-
Ubt, verandert sich mit dem Abstand zum Erdmittel-
punkt s nach folgender GesetzmaBigkeit:
F(s)=2-1089,81:(6,37-106)? - s [J/m]. Wie viel Energie
wird bendtigt, um die Rakete in eine 240 km hohe Um-
laufbahn zu beférdern? Wie viele Menschen kénnten
mit dieser Energie 10 Jahre lang ernahrt werden?

1) a)V=308-502+253+c=215+c
30 30x + ¢
b) f(x) = I—SO; F(x) = {—SOX +c
25 25x+ ¢
) Bei konstanten Zufliissen erkennt man unmittelbar, dass der orien-

tierte Flacheninhalt zum gesamten Wasservolumen der Badewanne
fuihrt. Die Flachen oberhalb der x-Achse beschreiben das zugeflos-
sene Volumen und missen addiert werden, die Flache unterhalb der
x-Achse das abgeflossene Volumen und muss subtrahiert werden. Die
Konstante c in der Stammfunktion beschreibt, wie viel Liter Wasser
vor dem betrachteten Zeitpunkt 0 schon in der Wanne war.

2) a) Fe(2,4) = 54 Kastchen 21350 km; Fz(5,5) =35K 2875 km;
Fa(8,5) = 30K = 750 km b) 1350/2,4; 875/5,5; 750/8,5
¢) nach ca. 11 K 2 275 km (evtl. Wiirzburg) und
nach weiteren 275 km (evtl. Gottingen)
3) a) steigende Parabel u. Gerade, fallende Parabel, vgl. c)
b) s=0,5:1,5:15+2,5-15+0,5:1-15= 56,25 + ¢

10t 5t +¢
uv()=4{ 15 ; s(t) ={ 15t+c
—15¢ -7,5t + ¢

d) Bei konstantem v ist klar, dass fir den zuriickgelegten Weg s = v-t
gilt, s also der Rechteckflache unter v entspricht. Bei nicht-konstan-
tem v stellt man sich vor, dass sich v aus winzigen konstanten Ab-
schnitten zusammensetzen wiirde. s ergabe sich dann aus der Summe
vieler schmaler Rechteckflachen unterhalb von v. Anhand dieser Vor-
stellung wird deutlich, dass auch bei nicht-konstantem v, der zuriick-
gelegte Weg s ebenfalls der Flache unter v entsprechen muss.

4) a) y'= ae4(1-t/4); H(4]4ae™"); a<9,52 Einheiten
b) y*=0,25ae4(t/4 — 2); W(8|...); nach 8 Stunden
4 24 1 (24
QY = —dae V4 (tA)+; [ fodx ~ 9433 mg; p=— [ fo ~ 3,94%

5)a) 0,5:8:2-0,542 =4 m + c (es kommt darauf an, in welcher Hohe
der Aufzug zum Zeitpunkt 0 stand)
b) in den ersten 5 Sek.: steigende Parabel, Gerade, Parabel

6) Kastchen: 21-4,5+8,5 = 25 & 25*1,5*50 + c = 1875 € + ¢

7) a) die Einheiten sind Quotienten (bei Becquerel, Amper, Watt,
Newton nicht direkt erkennbar) b) Pegelmessung an Flussen,
Schadstoffmessung in Schornsteinen, Abflussmengen des Sees eines
Pumpkraftwerks c) Wachstumsraten von Bakterien werden tber Ge-
samtzahlmessungen bestimmt, Inflationsraten werden tiber den Ge-
samtpreis des Warenkorbs ermittelt, Geschwindigkeiten werden in
Radarfallen Gber den gesamten zuriickgelegten Weg pro Zeitab-
schnitt bestimmt, die Radioaktivitat wird Uber die Gesamtzahl der
Zerfalle bestimmt.

8) 4,54-10"?) (Integrationsgrenzen: 6,37-10°m und 6,61-10°m);
pro Tag benétigt ein Mensch ca. 10,8 MJ (= 3 kWh).

9) a) enthdlt: nur x | x und y | x, y und y’; x steht fur ges. Zahl bzw. c
viele Zahlen; Ziel: x herausfinden, bzw. GesetzmaBigkeit herausfinden

b) s. Abb.; y' wird durch Integrieren entfernt c) enthélt neben x und
y noch y" oder y” d) y'=2y+3x < f(x)=2f(x)+3x < %:2y+3x
e)y'=2x < % =2x; Y=3x%+c < [6xdx=[3x%+]

f) Im Schulbereich arbeitet man nur mit 1 unabhangigen Variablen (x),
man weif so automatisch, dass bei y’ nach x abgeleitet und bei Y
nach x integriert werden muss. Im Hochschulbereich abreitet man je-
doch mit mehreren unabh. Variablen. Folglich muss dort immer ange-

geben werden, nach welcher differenziert bzw. integriert werden soll,
z.B. diy(4x2y—4xy2+3x) oder [(4x%y-4xy>+3x)dy  g) Grenzwerte

12) Ziel: y* durch Integration entfernen.

13) a) Wachstum jedes Jahr gleich; Wachstum ~Bestand; Wachstum ~
Restbestand (c-N); Wachstum ~ Bestand und Restbestand.

b) logist. Wachstum; ¢ = Endbestand; a, b mit 2 Messungen best.

c) U= A’ = dA/dr; Ringflache durch Ringhohe=Grundseite=Umfang
d) O = V' = dV/dr; Kugelschale durch Schalenhéhe=Grundflache

e) p'=2:p = p = a-e®; a lasst sich z.B. mit p(0) bestimmen.

f) p'=a:(g-p); p=a-e%+c g) N'~N; N=a-e"; z.B. N(0), N(10) best.
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Differentialgleichungen

9 Grundlagen
a) Was sind die Unterschiede zwischen Algebra-, Funk-
tions- und Differentialgleichungen?

b) Wie haben wir bisher Fgl. gefunden und wie gelingt
das nun mit Hilfe von Dgl.?

messen theor. Uberlegung

3x% + 9x — 30 = (

l Algebragl.

x=2 oder x=-5

Tabelle/Graph

LGS

c) Was ist eine Dgl.? Wozu stellt man sie auf?

60000

d) Nennen Sie verschiedene Schreibweisen einer Dgl.

e) Nennen Sie verschiedene Schreibweisen bei Ablei-
tungs- und Integralfunktionen.

f) Wieso kommt man an der Schule ohne Differentiale
aus, an der Hochschule jedoch nicht?

g) Was sind Differentiale?

10 Einfilhrungsbeispiel: Beschreiben Sie, wie man die Fgl.
des Weg-Zeit-Gesetzes des freien Falls m. H. einer Dgl.
finden kann (in Schul- und Hochschulschreibweise, also
einmal mit und einmal ohne Strichschreibweise).

v~t v~t
= s'~t = §:k-t
dt

= s'=kt |fdt ds=ktdt |
o Jsdt=[ktdt < o=

< [1.ds =[ktdt
& [s + ci] = [0,5kt? + c2]

& [s + c1] = [0,5kt? + 2]
& s=0,5kt? + ¢ & s=0,5kt? + 3

11Nennen Sie zu den folgenden vier wichtigen
Wachstums-/Abbaufunktionen jeweils Name, Fgl., Dgl.
und einen moglichen Anwendungsfall.

lineare exponentielle

y

y=ax+b y = aeb
y' =a y' = by
Wachstum bei
unbegr. Ressourcen

Abbau von Alkohol im Blut

begrenzte logistische
_ b C
y=ae®™+c Y= Tt
"= b-(c- )
Wachstum bei Wachstum bei unbegr. und
begrenzten Ressourcen begrenzten Ressourcen

12 Dgl. I6sen (Trennen der Variablen)
Erldutern Sie anhand der unteren 4 Beispiele, wie man von
der Dgl. zur Fgl. kommen kann.

Dgl. (ohne y) Dgl. (begrenztes Wachstum)

y' = 8x-5 If dx y' = a-(b-y)

(b-yy"y' =a [fdx

S y+ra=4C-5x+@ | o
S y=43-5x+ac < In(b-y) +ci=—ax + C2
Dgl. (exponentielles Wachst.) < |n(b—y)= Taxte
P b_y = gax+a3
I
y 1 y i o y=-e%.e¥+b
< Oy =4 dx = y=ke*+b
< Iny+a=4+c
< Iny=4x+ac @Ingy_— =6X+ G
P y - e4x+c3 ¥
- y _ k-e4x = g% - e6><+c3

Dgl. (logistisches Wachst) RSN Lt i e

PN y(1 + e6x+c3) =3. e6x+c3

y = 2:y-(3-y)
L1 3 e6x+c3
<y y(3—y) =2 Sy = 1+ er+c3
1 1
Sy 3 Crn)=2 3
3 y 3}’ <:>y_ 1+ef6x{3
< Yy 4y (3y) =6 |[dx 3

< Inly)-InB-y) =bx+c3 | = YT 14 |e23x

13 Dgl. durch theor. Uberlegungen erschlieBen.
Nachdem wir nun wissen, wie man aus einer Dgl. die begehrte Fgl. erhilt,
bleibt noch die Frage, woher wir die Dgl. kennen, d.h. wie lsst sich eine Dgl.
durch theoretische Uberlegungen erschlieBen?

a) Wie lassen sich die Dgl. beim linearen, exponentiellen,
begrenzten und logistischen Wachstum erschlieBen?

b) Sie wollen die Anzahl N der Bakterien auf dem Nahr-
boden einer Petrischale vorhersagen. Sie suchen also die
Fgl. N(t). Wie kénnen Sie durch theoret. Uberlegungen zur
entsprechenden Dgl. und dann zur Fgl. gelangen?



¢) Nachdem bewiesen war, dass sich die Flache eines Krei-
ses exakt mit A=ttr> berechnen lasst, lieB sich die Fgl. fir
den Umfang schnell m. H. einer Dgl. ermitteln. Wie?

d) Nachdem bewiesen war, dass sich das Volumen einer
Kugel exakt mit Vzg-nr3 berechnen lasst, lieB sich die Fgl.
fur die Oberflache schnell m. H. einer Dgl. ermitteln. Wie?
e) Eine Kolonie Erkaltungsbakterien verdoppelt sich alle

2 Stunden. Geben Sie eine Dgl. und deren Lésung an.

f) Angenommen, Sie beherrschten die Schulmathematik
zu 100%, p(0)=100. Nach dem Abitur werden sie manche

Inhalte vergessen, einen Grundanteil g jedoch ihr Leben
lang behalten, p(90)=g. Wann wird die Vergessensrate p’
am groBten, wann am kleinsten sein; wovon wird sie also
proportional abhdngen? Stellen Sie eine Dgl. auf und 16-
sen Sie diese.

g) Sie interessieren sich fiir die Fgl., die lhnen die Anzahl
N der noch nicht zerfallenen Atome eines radioaktiven
Stoffes pro Zeit t angibt. Wie lautet wahrscheinlich die
Dgl., wie die Fgl. und wie bestimmt man deren Parameter?

Koordinaten-/Parameter-/Polargleichung

Vom Funktionsgraph zur Kurve

gy=2x-3

P(t|2t-30)

E: 2x+3y-3z =5

P(1+3t|1+t-s|-3t-s)

0 t
fy =25+ 3x—1 P(t]2t2+3t-1]0) fi= (_1> " <2t2 + 3t>
0 0
0 t
fy=3x1-5 P(t3t'-5|0) fi= <_5> ; <3t‘1>
0 0
0 t
f: y = 2:sinx +5 P(t|2$|nt +5|0) fi %= (5) + (2 . Sil’lt)
0 0
0,2t
Ky = 5¢ H(0,240,2¢) 7= (0,2t2>
0

acost
ko x>+ y?=a’ P(a- cost|a-sin t|0) ka: % = (asint)
0
] acost
kap: a°X° + b?y? = a’b? P(a- cost |a-sint|0) Kap: % = <b sin t)
0
) ) ) Ty 2 ‘ a-t-cost r=o¢
: =a“- B a X r=¢
ke x“+y“=a (tan (X)) X = <a tosmt> -
a- (cost)?
ka: X*/2 + y?3 = @% i £ (a (smt)3>
1 (ay a-(t—sint)
ka: x=a cos’ (T) —/Jy(a-y) ka: % ( - (1 - cos t))
2acost- (1 —cost)
Ka: (x2+y2)° +4ax(+y2)-4ay?=0 ka: % (Za sint - (1 — cos t))
f: z = 0,5-cos(2xy) P(t|s|0,5cos(2tu)) fii= ( )
0,5 cos(Zts)
a-sint-coss 1
k: x?+y?+2z2-2x-4y+2z=19 PCo| o |) (a sint - sms) (2)
a-cost 3
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Polargleichung

r = 2-cos(4¢)
r? = 2:cos(2¢)



Kegelschnitte
allgemein und mit
Scheitelpunkt (0]0)

k: ax’+by?+cxy+dx+ey+f =

ko y2=px+(e-1)x?

0

anders also oben

Bézier-Kurve
(durch Pkt A,B,C,D)

kix=|vn

o ()@ —omtex(p)

2
(Ha-omdye)
0

0
oft n=3
i=0

Zusammenhinge und Ubung

14 Nennen Sie Vor- und Nachteile von Parameterglei-
chungen am Beispiel einer Geraden.

Nachteil: Sie sind komplizierter, da sie aus 3 statt aus 1 Gleichung
bestehen und verwirrende Hilfsvariablen t und s besitzen.
Vorteil: Da fir die x, y und z Koordinaten eigenstandige Glei-
chungen angegeben werden kénnen, lassen sich damit wesent-
lich mehr Objekte darstellen (auch riicklaufige, bei denen x-Stel-
len mehrere y-Werte besitzt).

15 Was ist der Unterschied zwischen:
a)  Funktionsgraph - Kurve

b) Koordinatengleichung < Parametergleichung
¢) Scharparametera <  Hilfsparameter t

a) Kurven konnen riicklaufig sein (x-Stellen haben mehrere y-
Werte), Funktionsgraphen nicht. b) Parametergleichungen ent-
halten Hilfsvariablen und bestehen in der Regel aus 3 Gleichun-
gen, Koordinatengleichungen nicht ¢) Hilfsparameter tauchen
nur in Parametergleichungen auf. Sie ermdglichen, dass x-Stel-
len mehrfach in der Wertetabelle erscheinen kénnen. Scharpa-
rameter stehen dagegen auch in der Koordinatengleichung. Mit

ihnen kénnen mehrere Graphen/Kurven erfasst werden.

16 a) Geben Sie eine Gerade, eine Parabel und eine Hy-
perbel in Geogebra ein; und zwar jeweils als Koordinaten-
gleichung, als Parameterpunkt und als Parameterglei-
chung. b) Wie erzeugt Geogebra die jeweiligen Abbildun-
gen intern?
a) f:y=2x2+3x-1; k=kurve(t, 2t?+3t-1,0, t, 4, 4); P=(t,2t?+3t-1,0)
— Vorher Schiebregler t mit Schrittweite 0.01 anlegen.
— Dann Spurmodus per Rechtsklick auf P einschalten.
b) Geogebra durchlauft bei eingegebenen Funktionen eigen-
standig ,alle” x Werte und zeichnet die resultierenden Punkte.
Beim Befehl ,Kurve” durchlauft es ,alle” Parameterwerte t und
zeichnet ebenfalls die dann resultierenden Punkte.

17 Erzeugen Sie folgende Kurven in Geogebra mit dem
Kurve-Befehl. (Bei e) vorher Schieberegler a erzeugen.)

-3 t? sin(2t)
a)k:£=<1>+(4t3> b)k:f:( £2 )
0 0

0
4 3sin(2t)
okz= <1> + <2 cos(5t)> d) k™' von ¢).
0 0
t-cosa-cost
e) ky ¥ = (t -cosa - sin t) fiir ganzzahlige a < [0; 50]
0

18 Erzeugen Sie in Geogebra die Schieberegler a=0.2
[0;10; 0.1 und t=0 [0; 100; 0.01] und dann einen Punkt, der
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auf einer Spirale lauft.

19 Erzeugen Sie Kreis, Ellipse, Zykloide, Spirale, Astroide
und Kardioide in Geogebra mit dem Kurve-Befehl. Ani-
mieren Sie danach den Schieberegler a.

20 Zeigen Sie, wie man die Koordinaten- und wie die Pa-
rameterdarstellung des Kreises erhalt.
a) Mit Pythagoras bzw. b) mit sin-Def. und Winkel t.

21 Was ist der Unterschied zwischen einer expliziten und
einer impliziten Koordinatengleichung?

Bei einer expliziten Koordinatengleichung lasst sich die abhan-
gige Variable y (bzw. z) alleine stellen, bei einer implizierten nicht.

22 Umwandlung: Wie gelangt man von der Koordina-
ten- zur Parameterdarstellung und umgekehrt?

a) Bei expliziter Koordinatengl.: x = t setzen (geht immer).

b) Bei impliziter: andere Wege suchen (s. Kreis).

¢) Bei der Parametergl.: mit der x-Gleichung t isolieren und t so
in den Ubrigen Gleichungen ersetzen (analog zur Ortskurven-
bestimmung). Nicht immer méglich.

23 Legen Sie (a) 3, (b) 4 Punkte in Geogebra fest und
erzeugen Sie die Bézier-Kurve dieser Punkte.

(1-1)2x(A) +2(1-D)tx(B) +tA 2x(C)
a) X=| (1-0%y(A)+2(1-Dty(B)+tA2y(C)
0

(1-0)3y(A) +3(1-1)2ty(B) +3(1-D)t2y(C) +t3y(D)

<(1 -£)3x(A) +3(1-t)2tx(B) +3(1 —t)tzx(C)+t3x(D)>
b) %=
0

24 a) Was sind Polargleichungen? b) Wie werden Po-
larpunkte in ein Koordinatensystem eingetragen bzw.
wie in kartesische Koordinaten uberfiihrt? c) Erzeugen
Sie die 6 Polarkurven der Tabelle mit Wolframalpha.

Polargleichungen enthalten r u. ¢ statt x u. y. Die sich ergebe-
nen Polarkoordinaten (r|g)r missen in ein Kreisnetz statt in ein
Gitternetz eingetragen werden, damit das jeweilige Objekt ent-
steht. Durch die Verwendung von Polarkoordinaten lasst sich
die Gleichung des Objekts manchmal kiirzer darstellen. Prinzi-
piell ist es egal, ob r u. ¢ oder x u. y in einer Gleichung verwen-
det wird, die jeweiligen Punktkoordinaten kdnnen spater leicht

(x|yk=(x2+y?| icos’wf )P

(r]l@ )= (rcos@]|rsin@k.
polar plot r=phi
Parametergleichung mit: parametric plot (2tcos(v), 2tsin(t), 0)

umgerechnet werden:

c) Polargleichung mit:



Fuler entdeckt e = cos x +i-sin x

Von unendlichen Potenzreihen und komplexen Zahlen

Euler kennt wichtige unendliche Potenzreihen

Die links notierten 6 Gleichungen spielen in der Mathematik eine groBe Rolle. Uber sie werden
die e-, sin-, cos- und [n-Werte im TR ermittelt.”
o Wie hat Bernoulli die obere Gleichung entdeckt?

eX = . . 0.08\12
Monatliche Verzinsung zu 8%: 1€- (1 + 7) ~ 1,0829 €

o . 0.08\365
Tagliche Verzinsung zu 8%: 1€- (1 + E) ~ 1,0832 €
Stetige Verzinsung zu 8%: 1€- (1 + %8) ~ 1,0833 € = 08

e Wie hat Taylor die nichsten drei Gleichungen hergeleitet?™

Er versucht, die schwer berechenbare Funktion exp: y=e* durch eine leicht berechenbare Fkt

p:y = ax’+bx’+ox+dx® vom Grad 3 anzunéhern und fordert: p(0)=exp(0), p (0)=exp (0),

p (0)=exp’(0), p"'(0)=exp"'(0). So entsteht 1=a=b=2c=6d, also e~ 1+ le + x?z +x—; und bei

zunehmendem Grad die angegebene unendliche Potenzreihe. Die Fakultaten im Nenner ent-

stehen also durch die Mehrfachableitungen von p.

(zu cos u. sin): Als Eselsbriicke kann man sich merken, dass die cos-Funktion aus den gera-

den und die sin-Funktion aus den ungeraden Reihenglieder der e-Potenzreihe besteht (mit

jeweils alternierenden Vorzeichen). In Taschenrechnern miissen aus Periodizitatsgriinden nur

die sin- und cos-Werte im Intervall 0<x<0,5m berechnet werden. Bereits die ersten 3 Reihen-

glieder liefern dort schon sehr gute Naherungswerte.

L (zu 5): Die geometrische Potenzreihe wurde wahrscheinlich von den Pythagoreern in der

1-x ] Musik entdeckt. Bei einer Tonfolge mit gleichen Intervallen (z.B. Oktaven) bilden die zu grei-

fenden Seitenléangen eine solche Reihe. Die Gleichung gilt nattrlich nur fir -1< x <1.

Gleichung 6 entsteht, wenn man (5) auf beiden Seiten integriert. — Uberprifen!

Viele Taschenrechner berechnen tber diese Gleichung die Logarithmuszahlen. Es stort dabei

nicht, dass sie nur fir -1< x <1 gilt, da beim 10er-Logarithmus jede Zahl entsprechend um-

geformt werden kann: log 1748 = log 0,1748:10* = log 0,1748 + 4.

Wie erféhrt Euler von diesen unendlichen Potenzreihen?

Euler studiert bei Johann Bernoulli, einem Freund seines Vaters. Die Bernoulli-Briider gehdren

*\/-Werte mit dem Newtonverf. | zu den fiihrenden Mathematikern Europas. Sie wenden als erste die neue Analysis von Newton
** entdeckt von Newton 1664 & Leibniz an. Sie kennen auch die Arbeit von Taylor, der in Cambridge bei Newton studiert.

Euler kann mit komplexen Zahlen rechnen

¢ Was sind komplexe Zahlen und wie kann man sie veranschaulichen? Ergénzt man die reellen

COSX =

sinx =

-
L]

-In(1-x) =

Zahlen durch die ,Minuswurzeln” , erhdlt man die komplexen Zahlen.
Idee Sie liegen und missen mit 2 Koordinaten dargestellt werden (wo-
bei die neue Koordinatenachse i-Achse genannt und V=1 mit i bezeichnet wird).
¢ Wozu bendétigt man Minuszahlen? Um jede Gleichung 16sen zu kénnen.
Wozu benétigt man Minuswurzeln? Um jede Gleichung lésen zu kénnen.
Losen Sie die Gleichung x2 =—0,49 und markieren Sie die Ergebniszahl auf der Zahlenebene.
x*=-049 & x= o Xx= (Liegen auf der i-Achse, ober- und unterhalb der 0)

e Wieso darf nur i durch -1 und nicht i durch v=T ersetzt werden? —1=i2=i-i# V=1-v=T = VT =1
o Wie hat man erkannt, dass das Rechnen mit Minuswurzeln sehr nitzlich ist?
Seit 1545 kennt man die Cardanische Formel, mit der man jede kubische Gleichung I6sen kann. Die Formel
liefert z.B. bei x3 — 15x — 4 = 0 eine Minuswurzel. Rechnet man mit dieser sinnvoll weiter, erhalt man die
richtige Losungszahl 4 (s. Aufg. 27).

3 Darstellungsformen
kart. Koord. Punkt-/Summenform (4 | 3 )k

4 nach rechts, 3 rechtwinklig nach oben”

Polarkoord.  Punkt-/ e-Form (5]2) = ,5 nach rechts, 2% kreisférmig nach oben”
Mischkoord. cos-sin-Form ( | K Polarkoord. 5 und 2 sichtbar, das Ergebnis sind jedoch kart. Koord.
Umwandlung (rle)r =( | )k (5]2)p = (5cos2 | 5sin2 )¢ = (-2,084,55)¢
kartes. Koord. < Polarkoord. (a]b) = (VaZ + b2 | icos’1% )p neg, falls b neg. (4]3) = (VI6+9|2cos 2 )o~ ( 5 [0,64)p
RechnenimitkartesNiKoord! (alb)k + (c|d)k = ( | )k (alb)x - (c|d)x = (ac-bd | ad+bc)k  Ausmultiplizieren
Strichrechnung leicht (alb)x = (c|d)x = ( | e (alb)x : (c|d) = (Z:Z: _:;:;C) Erweitern mit c-di
Rechnen mit Polarkoord. | (rloe + (s|B)e = ..zu kompliziert... (rloge - (s|B = (| )
Punktrechnung leicht (rlo)e = (s|B)p = ...zu kompliziert... (rloge = (s|Be = (| )p
Z zkonjungiert” | e meint die an der reellen-Achse gespiegelte Zahl z = 4B = Z=@43)
|z| ,zBetrag” | ¢ meint den Abstand zum Ursprung 0 2| = \/Realteil 2 + Imaginarteil 2 = 5
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Eulers Frage

Was ,macht” die Eulers Entdeckung

_ . . . i . b-O b.l b-Z b-3 b-4 b-S
e-Funktion mit einer eOthi — ga . obi _ a. (ﬂ+ﬂ+ﬂ+ﬂ+ﬂ+ﬂm)
komplexen Zahl? ooonom s s

a. (P° bt bt bR bt b
) =t (ot —
o0 1 20 3t 4 5l

[
+ l'(———+—...
1 3t s

0! 1! 2! 3! 4! 5!

0 2 4
v (b_ LB

0! 2! 4!
Die e-Funktion interpretiert die Minuswurzel b-i immer als Winkel und vollzieht mit dem kom-
plexen Punkt eine Drehstreckung um den Winkel b: (a|b)x — (e*cos b | e*sin b)x. Diese Drehstre-

ckung entspricht nahezu derjenigen, die man zur Transformation von Polar- in kartes. Koordina-
ten bendtigt: (r|p)e — (r-cos @ | r-sin @)k.

ea_(h"i“ plit ptE B bt b

))=e“-(cosb+i'sinb)

Eulers Schlussfolgerung

— Wenn man in die e-Funktion, statt kartes. Koordinaten (a|b)k, Polarkoordinaten (r|¢)r geschickt
einsetzt, ergibt sich exakt diese Transformations-Drehstreckung: r-e®’ = r-cos @ + r-i-sin @
(Eulerformel 1748). Die e-Funktion kann so Polarkoordinaten in kartes. umwandeln. Das er-
laubt folgende Schreibweise: 4 + 3i = 5-e%%435" = 5.c0s(0,6435) + 5i-sin(0,6435) = 4 + 3.

- Die Eulerformel zeigt insbesondere, dass (1| m)r = (-1|0) gilt, denn 1-e™=1-cos Tt+i-1-sinTt=-1,
was umgestellt e™ + 1 = 0 ergibt. Auch wenn diese Gleichung zu keiner neuen Erkenntnis
fuhrt und direkt anhand der Zahlenebene ersichtlich ist, empfindet man sie als ausgespro-
chen ,schén”. Denn wer hatte gedacht, dass sich die 5 grundlegenden Konstanten der Ma-
thematik (e, T, i, 0, 1) so schon u. klar miteinander verbinden lassen. Generell ist es Giberaus
erstaunlich, dass die einfache e-Funktion imstande ist, Drehbewegungen auszufiihren.

Ubung
. S 1 —8+2i
25 Wandeln Sie folgende Zahlen in die (ibrigen 4 Dar- K Zm ) -
stellungsformen um, markieren Sie sie in der Zahlen- a)-d): (5]1)¢ (5,110,2)p (0]-2) (2]-1,5)p (5|-1) (5,1]-0,2)p (-2|8) (8,3|-1,8)p
ebene und beschriften Sie die notierten Punkte jeweils €)-g): (-5]-40) (40,31, 7)p (20[9)k (21,9104)p (44,8[564) (72]-0,9)e
h)-I): (24]-20) (31,2]-0,7)r 9,22 (0,8]2,9)« (3]1,3)p (-0,5]-0,7)« (0,8]-2,2)p

mit ihren kartesischen- und ihren Polarkoordinaten.

a) 3-2i b) i 0) —i d) i2 27 Im Folgenden wird eine kubische Gleichung m. H.
e)v—9 ) V=21 9) V13 -25i h)5 der Cardanischen Formel gel6st:
2 ol e ely k)y2-ei%5™ ) =3j x3—15x -4 = (1)/3 |Cardanis1c/2e Formel s.u.
m) \/z(cos%nﬂsin%") Z X1 = 24Tzl )T 4 (222D

= x1= R+11VT)B + - 11v=1)3 s a)
R 2 nsenhee
J)-m): (6,11,6) (-1,3]-6,1)¢ (3]-1,57)» (3,3[3) = x1=4

26 Rechnen Sie méglichst geschickt, geben Sie das Er-
gebnis in kartesischen und Polarkoordinaten an und
Uberprifen Sie es mit wolframalpha.com.

a) (3+4i) + (2—3i0)
O@=2D)—-(—4-1)
e) (=3 —4i) - (7 + 4i)
9) 9. eo,zi - 8- e—1,1i

) 17+ 6i] - |—il

b) (=5 + 3i) + (5 — 5i)
d) (6 + 5i) — (8 — 3i)
f) 3+ 2i)-(6—1i)

h) —4(—6 + 5i)

J) 960'2’:: 39—1,1i

a) Zeigen Sie, dass (2+11i)13 = (2+i) gilt.
b) Inwiefern hat die obige Lésung zur Entdeckung der
komplexen Zahlen gefiihrt?

a) ,Hoch 3" auf beiden Seiten, dann Klammer rechts auflésen.

b) Da man durch Ausprobieren wusste, dass 4 eine Losung sein muss, hat
man versucht, mit V=121 der Cardanischen Formel ,sinnvoll” weiterzu-
rechnen und auf 4 zu kommen. So entdeckte man einerseits, dass Mi-
nuswurzelzahlen ,existieren” (Naturvorgange abbilden kénnen) und
andererseits, wie man mit ihnen rechnen muss.

Cardanische Formel

per Polynomdivision mit x,

=
N
w

]

(M1) Faller | Killer | Ersatzpatronen (O1) Locher | HA-Planer | Block | Register
(M2) Druckbleistift | Radierer | Ersatzminen  (O2) Heft | Buch | Fehlbogen | Post-Its
(M3) 2 Fineliner | Textmarker | Lineal (++) TI-30X-Pro | Tempos

— hangender Einzug - 2-farbig — kein Durchstreichen (I6schbar) - leserlich
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