Der schlechteste Schutze Uberlebt*
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Zusammenfassung: Bei einem Duell zwischen 2 Per-
sonen hat natrlich immer der beste Schitze die gro-
Rte Uberlebenswahrscheinlichkeit. Seltsamerweise
gilt das bei 3 Personen nicht mehr. Dort ist plétzlich
der schlechteste Schiitze im Vorteil und kann sogar
mit hochster Wahrscheinlichkeit tiberleben.

Wieso das so ist, lasst sich leicht erklaren (s. Resi-
mee). Dagegen gelingt die Berechnung der konkreten
Wabhrscheinlichkeiten nicht auf Anhieb. In der Wo-
chenzeitung DIE ZEIT (Hesse 2014) wurde das Prob-
lem einem breiten Publikum erdffnet, die zugehdrigen
Rechnungen aber — verstandlicherweise — nicht auf-
gefiihrt. Dies wird hier nachgeholt. Im Stochastikun-
terricht konnen mit der verbliffenden Aufgabe Mar-
kov-Kette und Matrizen-Multiplikation anschaulich
vorgestellt werden.

Problem

Mit welcher Wahrscheinlichkeit Giberleben Duellant
A, B und C, wenn A mit 100% Sicherheit trifft, B
mit 80% und C mit 50%. Vor jedem Schuss wird
gedachtnislost per Zufall ermittelt, wer als Nachs-
ter schielen darf. Der SchielRberechtigte entschei-
det, auf welchen Gegner er zielt. Es wird solange
geschossen, bis 2 der 3 Duellanten getroffen sind.

Die gesuchten Uberlebenswahrscheinlichkeiten wer-
den im Folgenden mit P(A), P(B) und P(C) bezeich-
net. Bei dem Versuch, diese mit Hilfe eines Baumdi-
agramms schrittweise zu erfassen, erkennt man, dass
unendlich viele Baumstufen entstehen. Einer dieser
unendlich vielen interessierenden Pfade konnte z.B.
so beginnen:
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B wird mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/3 ausge-
lost und darf auf A oder C schielRen (BsAC). Er trifft
nicht und A, B und C leben anschlieffend weiter
(ABC). Danach fallt das Los wieder auf B und er darf
erneut auf AC schielRen (BSAC). Er entscheidet sich
fur A, trifft diesmal und es verbleiben nur noch B und
C (BC). Anschliellend erhélt C die SchielRerlaubnis
(CsB), er trifft nicht, BC Uberleben, usw. Theoretisch
kdnnte der Vorgang unendlich lange so weitergehen.
Wahrscheinlichkeitsprobleme, die zu unendlich gro-
Ren Baumdiagrammen flhren, kénnen haufig geldst
werden, indem man sie in Zustandsgraphen tberfihrt.
Welche unterschiedlichen Zustédnde kénnen bei oben
angedeutetem Baumdiagramm auftreten?

1 Es wird beim Losen also nicht beriicksichtigt, ob jemand schon ein-
mal dran war oder nicht. Eine Person kann auch mehrere Male nachei-
nander die SchielRerlaubnis erhalten.

Zustandsgraph

Abb. 1: Zustandsgraph

Da im Gegensatz zum Baumdiagramm nun auch
Schleifen mdglich sind, kénnen mit 16 Zustandskon-
ten alle Falle des Duells vollstandig erfasst werden.
Exemplarisch zeigen wir einen (der unendlich vielen)
maoglichen Weg durch den Zustandsgraph:

Zu Beginn des Duells leben A, B und C, wir befinden
uns im Startzustand ABC. Wenn B ausgelost wird, ge-
langen wir mit der Wahrscheinlichkeit 1/3 in den Zu-
stand BSAC. B zielt dann sinnvollerweise nicht auf
den schwachen Gegner C sondern auf A und trifft die-
sen beispielsweise. So erreichen wir in 80% der Falle
BC. Nun kénnte C ausgelost werden, was uns zum
Knoten CsB fihrt. Trifft auch C, erreichen wir den
Endzustand C. Das Duell ist zu Ende, wir kdnnen die-
sen Zustand nicht mehr verlassen, C hat iberlebt.

Die Wahrscheinlichkeit, um zu dem so beschriebenen
,,C-Uberlebt Teilereignis zu gelangen, berechnet sich
folglich mit:

P(C)=13-08-05-0,5=13,33%
Wie lassen sich anhand des Zustandsgraphen nun alle

moglichen ,,Wege* zum Endzustand C erfassen und
P(C) komplett berechnen?

Manuelle L6ésung

Dazu stellen wir uns vor, dass die Knoten des Zu-
standsgraphen Wasserbehélter reprasentieren und die
Pfeile Rohre, durch die Wasser von einem Behalter
zum anderen gepumpt werden kann. Die Pfeilrich-
tung und die Pfeilwahrscheinlichkeit geben an, wel-
cher Wasseranteil pro Pumpvorgang zu welchem Be-
hélter befordert wird. Ein Pumpvorgang bearbeitet
also die Wassermengen (sprich die Wahrscheinlich-
keiten) in allen Behaltern gleichzeitig, entsprechend
der angegebenen Pfeilzahlen.
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Pumpvorgang
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

ABC |1,000|0,000 | 0,233 | 0,000 | 0,054 | 0,000 | 0,013 | 0,000 | 0,003 | 0,000
AsBC | 0,000 | 0,333 | 0,000 | 0,078 | 0,000 | 0,018 | 0,000 | 0,004 | 0,000 | 0,001
BsAC | 0,000 | 0,333 | 0,000 | 0,078 | 0,000 | 0,018 | 0,000 | 0,004 | 0,000 | 0,001

Elegantere L6sung

Der obige Zustandsgraph lasst sich leicht in eine
16 x 16-Ubergangsmatrix U tUberfuhren:
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Pumpvorgang zu je 1/3 in die Behalter AsBC, BSAC
und CsAB; damit ist ABC leer. Im 2. Pumpvorgang
flieRen 20% des Wassers von BsAC und 50% des
Wiassers von CsAB wieder zuriick zu ABC, insgesamt
also 0,2-1/3 + 0,5-1/3 = 0,233 Liter. Das restliche
Wasser fliefit zu AC (0,333) und BC (0,433).

Pumpvorgang
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
0,001 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
0,006 | 0,000 | 0,002 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
0,017 | 0,000 | 0,006 | 0,000 | 0,002 | 0,000 | 0,001 | 0,000 | 0,000 | 0,000
0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
0,000 | 0,003 | 0,000 | 0,001 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
0,000 | 0,003 | 0,000 | 0,001 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
0,000 | 0,008 | 0,000 | 0,003 | 0,000 | 0,001 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
0,000 | 0,008 | 0,000 | 0,003 | 0,000 | 0,001 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000
0,286 | 0,286 | 0,289 | 0,289 | 0,290 | 0,290 | 0,290 | 0,290 | 0,290
0,337 | 0,337 | 0,344 | 0,344 | 0,346 | 0,346 | 0,347 | 0,347 | 0,348

0,354 | 0,354 | 0,359 | 0,359 | 0,361 | 0,361 | 0,362 | 0,362 0,362

Abb. 3: Zustandswahrscheinlichkeiten nach 19 Vorgangen

Auf diese Weise verteilt sich das Wasser im Zu-
standsgraph bei jedem Pumpvorgang neu. Es flieR3t
zwischen den Behaltern hin und her und bewegt sich
allméhlich Richtung Endbehélter A, B oder C. Nach
18 Pumpvorgangen ist es dort komplett' angelangt
und kann diese GeféaRe nicht mehr verlassen. Wenn
man die oben beschriebenen Rechnungen fir jeden
Pumpvorgang manuell durchfuhrt, erhdlt man nach
18 Vorgéngen die in Abb. 3 angegebenen Wasser-
mengen in den EndgefaRen. Die Duellanten A, B und
C (berleben also mit den Wahrscheinlichkeiten: P(A)
= 29,0%, P(B) = 34,8% und P(C) = 36,2%. C besitzt
tatséchlich die grokte und A die kleinste Uberlebens-
wahrscheinlichkeit.

1 Bis auf 3 Nachkommastellen genau.

Abb. 4: Ubergangsmatrix U

Die erste Spalte zeigt, dass man vom Startzustand
ABC in die Zustdnde AsBC, BsAC oder CsAB gelan-
gen kann, jeweils mit der Wahrscheinlichkeit 1/3. In
der dritten Spalte sind die ,,Verlassens-Wahrschein-
lichkeiten“ von Zustand BSAC aufgefiihrt. Aus die-
sem Zustand gelangt man mit 0,2 zurtck in ABC und
mit 0,8 in den Zustand BC.

Die hervorgehobenen Zellen sind die Entscheidungs-
zellen, in denen sich A, B bzw. C fur den jeweils
starksten Gegner entscheiden. Die Endzustédnde A, B
und C sind orange markiert. Man verbleibt mit der
Wahrscheinlichkeit 1 in diesen Zustdnden, das Spiel
ist dann zu Ende, man kann von dort aus keinen an-
deren Zustand mehr erreichen.

Damit sind alle Informationen des Zustandsgraphen
im Zahlenfeld U enthalten. Die oben vorgestellten
aufwendigen manuellen Rechenschritte konnen jetzt
eleganter durchgefiihrt werden. Multipliziert man die
Ubergangsmatrix U mit dem Startvektor v, so erhlt
man sofort die Wassermengen des 1. Pumpvorgangs:

1 0,000
0 0,333
U-vg=0-[0]=]0333 |-
0 0,333
0 0,000

Multipliziert man U danach mitv;, ergeben sich die
Wassermengen des 2. Pumpvorgangs, usw.

Mit Excel lassen sich diese Multiplikationen leicht
bewerkstelligen. Man tragt in die Zellen B2:Q17 die
Werte der Ubergangsmatrix U und in S2:517 den Start-
vektor v, ein. Danach markiert man die Zellen T2:T17,
schreibt die Formel EMMULT($B$2:$Q$17; S$2:517)|
in die Bearbeitungsleiste und schlief3t diese — wichtig
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— nicht mit ENTER sondern mit der Tastenkombina-
tion [STRG + Umschalt + ENTER| ab®. Zieht man das
Ausflllkastchen der markierten Zellen T2:T17 an-
schliefend nach rechts weiter, erhalt man alle Zu-
standswahrscheinlichkeiten der nachfolgenden Pump-
vorgénge auf ,,einen Streich*.

Resimee

e Wie kann es passieren, dass der schlechteste
Schitze C die héchste Uberlebenswahrscheinlich-
keit erhalt? Da jeder Duellant zuerst die starkste
Gefahr bannen muss, wird A anfangs von 2 mogli-
chen Gegnern bedroht, B nur von einem und C von
keinem. Diese reduzierte Bedrohung zu Beginn des
Duells bewirkt, dass C auch insgesamt die geringste
Bedrohung erféhrt.

¢ Lassen sich die Erkenntnisse des 3er-Duells tber-
tragen auf andere Konkurrenzsituationen? Ja, auf
all jene, bei denen zuerst die starksten Gegner ab-
gewehrt werden mussen. Die schwacheren erhalten
dadurch einen Vorteil — zumindest zeitweilig.

o Was ist eine Markov-Kette? Ein stochastischer Vor-
gang, der mit einem Zustandsgraph erfasst werden
kann (also mit verketteten, diskreten, gedéchtnislo-
sen Zustanden). Es interessieren dabei Fragen wie:
(i) Stabilisieren sich die Zustandswahrscheinlich-
keiten, (ii) nach wie vielen Schritten und (iii) mit
welchen Werten?

o Wie lasst sich erkennen, ob ein Wahrscheinlichkeits-
problem durch einen Zustandsgraph modelliert
werden muss? Wahrscheinlichkeitsaufgaben lassen
sich im Schulbereich fast immer tber Baumdia-
gramme sicher losen (Bartz 2008). Bei riesigen
Baumdiagrammen stehen 4 Ldsungsstrategien zur
Verfugung (Bartz 2009):

1) ausweichen auf das Gegenereignis
2) Knoten zusammenfassen zu Treffer-/Nicht-

treffer-Knoten (um die Binomial- bzw. Hypergeo-
metrische-Verteilung nutzen zu kdnnen)

3) Knoten zusammenfassen zu Zustandsknoten
4) Naherungsldsung (Simulation, sonstige Verteilung)

Immer dann, wenn die Ldsungsstrategien 1) und 2)
bei riesigen Baumdiagrammen versagen, sollte
untersucht werden, ob sich die Baumknoten zu Zu-
standsknoten verschmelzen lassen. Scheitert auch
das, ist man auf Ndherungslosungen (4) angewiesen.

e Man ist versucht, das dargestellte 3er-Duell etwas
gerechter gestalten zu wollen. Die Idee, dass je 2
oder sogar alle 3 Schiitzen gleichzeitig schielRen
durfen, fihrt jedoch schnell zu Komplikationen.

1 Matrixformeln, die ihr Ergebnis in mehreren Zellen ausgeben, missen
in besondere geschweifte Klammern gefasst werden. Das lasst sich nur
Uber STRG + Umschalt + ENTER erreichen.

Denn was passiert, wenn einer sich nicht an das ge-
meinsame Startzeichen halt und einfach etwas fri-
her abdrickt? Wenn das gleichzeitige Schieflen
problematisch ist, dann misste doch zumindest si-
chergestellt werden, dass derjenige, auf den ge-
schossen worden ist, danach selber schieRen darf,
und niemand 2-mal hintereinander die SchielRer-
laubnis erhdlt. Wenn also ,alle anfangs auf A
schielRen, sollte ihm — im Uberlebensfall — zumin-
dest gewahrt werden, anschliefend selbst zur Waffe
greifen zu dirfen. Dann musste die Uberlebenswahr-
scheinlichkeit von A doch steigen, oder? Leider
nein! Sie sinkt sogar noch weiter auf 28,3% ab und
die von C steigt bei dieser ,,Verbesserung* auf hohe
45,0% an. Kontrollieren Sie es selbst! Als Hilfe sei
der entsprechende Zustandsgraph gegeben?:

Abb. 5: ,,Verbesserte* Duell-Regel

e Ubung 2: Der Artikel von Hesse (2014) zeigt sehr
schén, warum die ,,Stirkste-Gegner-Strategie® die
fiir alle Beteilige sinnvollste Verhaltensweise ist.
Sie bewirkt ein Nash-Gleichgewicht, keiner kann
also durch alleinige Strategieanderung seine Chan-
cen verbessern. Uberpriifen Sie auch diesen interes-
santen Aspekt. Der urspringliche Zustandsgraph
muss dazu nur leicht abgeandert werden.

e Ubung 3: Ebenso schnell ist gezeigt, dass P(A) auf
43,5% anwachst, wenn die Duellanten die Treffer-
stérken ihrer Gegner nicht kennen.
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