e VOrsicht bei der o-Regel

Die g-Regel gilt nur bei normalverteilten
ZufallsgréBen, d.h. nur bei normalverteiltem
X entfallen genau 95% aller Ausgcnge' auf
das Intervall [u + 1,96-g]. Ist X anders ver-
teilt, gilt diese Regel hochstens nédherungs-
weise. Folglich muss vor jedem Einsatz ge-
priift werden, ob die a-Regel liberhaupt an-
gewendet werden darf. Die Notwendigkeit
dieser Priifung wird im Stochastikunterricht
Jjedoch kaum thematisiert und durch Aufga-
ben verdeutlicht. Der Artikel zeigt (1) wie u-1,960 H ut1,960
schnell Fehler entstehen, wenn die g-Regel ! = 9’\ \dé l @J Qg\% /_é\@ {_,
. . . & o
ungeprtift verwendet wird, (2) wie an-
spruchsvoll ihr korrekter Einsatz ist und (3) welche leichtere Alternative es stattdessen gibt. Ins-
gesamt mdchte der Aufsatz dazu beitragen, dass die a-Regel sicher und reflektiert angewendet
werden kann.

1. Typische Fehler

In den unteren drei Beispielen werden typische Fehler beim Bestimmen von Hauptstreuberei-
chen (kurz HSB) und Vertrauensintervallen aufgezeigt. Durch den fehlerhaften Einsatz der o-
Regel entstehen unzuldssige Naherungen, die so stark von der exakten Losung abweichen, dass
falsche Entscheidungen entstehen kénnen (s. letztes Beispiel). Um die Starke der Abweichung
zu verdeutlichen, ist die exakte Losung zum Vergleich angegeben. Wie deren Werte ohne o-
Regel ermittelt werden, beschreibt Abschnitt 3. Warum sind folgende Naherungen unzulassig?

HSB gesucht (Grundgesamtheit - Stichprobe)
234 der 1000 Schuler lhrer Schule sind Vegetarier. Mit wie vielen Vegetariern konnen Sie bei einer
Stichprobe von 200 Schiilern rechnen? Geben Sie einen 95%igen HSB an.

Lésung: grobe Naherung mit o-Regel:  x € [n-p + +/n] =[200-0,234++/200] = [32,6...; 60,9...] = [32; 61]
bessere Naherung mit o-Regel: x € [n-p + 1,96,/n-p-(1-p)] = [35,0...; 58,5...] = [35; 59]
exakte Losung: X € [36; 57] (s. Abschnitt 3)

Vertrauensintervall gesucht Grundgesamtheit € Stichprobe)

56 von 200 befragten Schiilern waren in ihrer Schulzeit schon einmal Mobbingopfer. Schatzen
Sie den Anteil der Mobbingopfer der gesamten Schule (1000 Schiler) mit einem 95%igen Ver-
trauensintervall.

Losung: grobe Naherung mit o-Regel:  pe[h * % 1=10,28 + \;ﬁ] =1[0,2092...; 0,3507...] = [0,209; 0,351]
J ,

1,96-/h-(1-h)
—

/n

bessere Naherung mit o-Regel: pe[h + 1 =10,2177...; 0,3422...] = [0,217; 0,343]

exakte Losung: p €[0,229;0,340] (s. Abschnitt 3)

HSB gesucht (Grundgesamtheit mit Ho > Stichprobe)

Es soll die Nullhypothese, dass die 500 Madchen und 500 Jungen der Schule gleichintelligent
sind, getestet werden. Dazu werden 200 zufallige Junge-Madchen-Paare gebildet. Bei 112 da-
von hatte der Junge einen héheren IQ. Ist die Abweichung vom Mittelwert signifikant?

* Aus: Praxis der Mathematik, Heft 67 (2016) S. 44-47
! Bezogen auf eine unendliche Versuchsreihe.



Lésung: grobe Ndherung:  x e [n-po = v/n 1=[200:0,5++/200]=[85,8...; 114,1...]=[85; 115] = nicht signifikant
bessere Naherung: x € [n-po +1,96: /n-po-(1—po)] =1[86,1...; 113,8...] = [86; 114] = nicht signifikant
exakte Losung: x €[89; 1111 (s. Abschnitt 3) = signifikant

2. Welche Version der o-Regel darf wann verwendet werden?

Ist eine Zufallsvariable X ausreichend normalverteilt?, entfallen nahezu 95% der Zufallsausgénge

auf das Intervall [u £ 1,96-0]. Ist X ausreichend normal- und binomialverteilt, kann p mit n-p und

o mit \/n-p-(1-p) bestimmt und weiter p-(1-p)<0,25 gesetzt werden (da die Parabel f(x)=x-(1-x) bei

(0,5|0,25) einen Hochpunkt besitzt). Insgesamt erscheint die o-Regel somit in folgenden Versionen:

Xx€[p+1960]=[np+196/np(1-p)] < [np+0,98+Vn]|<[npz+n]
Wird nicht die absolute, sondern die relative Haufigkeit als Zufallsvariable betrachtet, reduzieren
sich auch p und o um den Faktor 1/n. Die o-Regel prasentiert sich bei relativen Haufigkeiten
damit in folgendem Gewand:
x By 1960, _ 1.96yp0-p) ¢
S I=lpzt—r—1<I

n
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Folgende Tabelle zeigt, in welcher Anwendungssituation welche Version der -Regel in brauch-
barer Naherung gilt:

O- Regel, falls X ausreichend

Gesucht S
normalverteilt ist normal- und binomialverteilt ist
95% HSB /fUr abs. Haufigkeiten x € [u + 1,96:0] = [np £ 1,96:\/np-(1-p)] < [np £ Vn]
()

T NP sUfiakeiten® he [#4 1960 _ 1.96-/p-(1-p) a1
Grundgesamtheit - Stichprobe ~ fir rel. Haufigkeiten [n = ] = [ pt NG ] <[ p * Jﬁ]
95% Vertrauensintervall pe [h + 1966]** - [ he o 16dRCH ] <[ h o+ L]
Grundgesamtheit < Stichprobe " Vv W
95% HSB x€ [ux1960] | = [npo+1,96vnps(T-po)] < [n:pox+h]
Grundgesamtheit mit Ho = Stichprobe

* h:i=x/n ** Im Anhang wird gezeigt, warum dieser Zusammenhang gelten muss. o wird mit s, der Standardabweichung der Stichprobe, geschatzt.

Vor jedem Einsatz der o-Regel muss also geprift werden, ob die betrachtete Zufallsvariable X
ausreichend normal- bzw. normal- und binomialverteilt ist. Das ist nur mit Faustformeln wie
0>3 oder N>20n mdglich. In den Beispielen aus Abschnitt 1 wird aus einer Grundgesamtheit
von 1000 Schilern 200-mal ,gezogen”. Die ZufallsgroBe X erfasst die Anzahl der Treffer beim
.Ziehen ohne Zurilicklegen” und ist somit hypergeometrisch verteilt. Da die Faustformel >3
fur alle Beispiele gilt?, kann X zwar als ausreichend normal-, nicht jedoch als ausreichend
binomialverteilt angesehen werden. Dazu musste zusatzlich N>20-n gelten, was bei N=1000
und n=200 nicht zutrifft. Folglich durfen nicht die Naherungsintervalle der letzten, sondern nur
die der mittleren Tabellenspalte verwendet werden. In den Losungen sind somit die falschen
Intervalle gewahlt worden; o hatte nicht mit dem binomialen o=,/n-p-(1-p) sondern mit dem hy-

ergeometrischen o= |np(1-p) &2 bestimmt werden mussen. Noch ein weiterer Fehler ist unter-
(N-1)

laufen: Im ersten und dritten Beispiel wurde zwar nach auBBen gerundet, jedoch nicht bis zur
Stetigkeitskorrektur hin®. Korrekt eingesetzt, hatte die o-Regel brauchbare Niherungen er-
zeugt, bei denen keine falsche Entscheidung impliziert worden ware:

Losung1: Naherung mit o-Regel: x € [u £1,960] = [36,2...; 57,3...] = [35,5; 57,5] = [36; 57]
exakte Losung: X € [36; 57]

2 X heiBt Lausreichend normalverteilt”, wenn die Wahrscheinlichkeitswerte P(X=x) durch die Normalverteilung in brauchbarer Nahe-

rung beschrieben werden, also: P(X=x) = Nor«(X=x). Gilt P(X=x) = Binnp(X=Xx), so heit X ,ausreichend binomialverteilt".

(N-n)

(N-1)
N, n beschreiben die Gesamtanzahl und R, x die Merkmalsanzahl in der Grundgesamtheit bzw. in der Stichprobe.

4 Es muss bis zum Rand der beiden duBeren Histogrammsé&ulen gerundet werden, links also ab- und rechts aufgerundet: /*\.

undpzi;

361 =54, 02 = s2 =5,7, 03 =5,5. Bei Hypergeometrischen Verteilungen gilt p=n-p, o= [n-p-(1—p)- "



Losung2: Ndherung mit o-Regel: pe[h + 1’96‘5] =[0,2243...; 0,3356...] = [0,224; 0,336]

n

exakte Losung: p € [0,229; 0,340]
Losung3: Naherung mit o-Regel: x e [pu £1,960] = [89,2...; 110,7...] = [88,5; 111,5] = [89; 111] = signifikant
exakte Lésung: x € [89; 111] = signifikant

Bereits diese einfachen und alltdglichen Beispiele zeigen, wie anspruchsvoll die korrekte
Anwendung der o-Regel ist. Schiiler missen dazu:

einen Uberblick (iber die verschiedenen Versionen der o-Regel besitzen und
wissen, wann welche Version erlaubt ist.

die Faustformeln >3 und N>20n kennen und anwenden.
Hypergeometrische-, Binomial- und Normalverteilung klar unterscheiden

kdénnen und wissen, wie man p und o dabei jeweils bestimmt.

wissen, dass nach auBen gerundet werden muss und die Stetigkeitskorrektur
dabei ggf. beachten und verstehen.

sich bewusst sein, dass man bei diesen Naherungsintervallen letztendlich nie
weiB, wie prazise die Losung ist.

3. Hauptstreubereiche und Vertrauensintervalle leichter ohne o-Regel bestimmen

HSBs und Vertrauensintervalle brauchen heutzutage nicht mehr an Naherungsverteilungen,
sondern kdnnen direkt an der tatsachlich vorliegenden Verteilung ermittelt werden. Moderne
Taschenrechner, Geogebra oder die im Internet abrufbare Exceldatei stochastik.xlsm® stellen die
kumulierten Funktionswerte so

3 Binomialfunktion Normalfunktion
schnell zu Verfigung, dass der | cam I Norundpoi anpassen ¥ Graph ™ Grapn
Umweg uber ,ungewisse” Nahe- x| 30 [« x 30 || @B x[azoo] s <l

icht meh t diq ist n| 82 |4|» n| 200 |<|» W | 43,00 [4|>| «»
rungen nicht menr notwendig Ist. p [0,4000]«|»| «»] R| 234 [«» o 334 [ s
Uber die Scrollbutton des Excel- N | 1000 |4|»
blatts (s. Abb.) kénnen die Inter- Bin,p(X £ x) = 0,3041 | | Hyp,grn(X £ X)= Nor, .(X < x) = 0,2747
[~ Fléche anzeigen

valle samtlicher Parameter und
Variablen leicht und nachvoll-
ziehbar ermittelt werden. Fir das
erste Anfangsbeispiel stellt man o=
bei der hypergeometrischen Ver-
teilung N=1000, R=234, n=200

0,20

ein und bestimmt alle Trefferzah-

len x, bei denen die kumulierten S 7 ¢ § € i 5 &8 8§85 ¢%%53 68 &¢Es N EE
Wahrscheinlichkeitswerte zwischen 2,5% und 97,5% liegen. Im zweiten Beispiel stellt man
N=1000, n=200, x=56 ein und bestimmt alle Zahlen R, fur die die kumulierten Wahrscheinlich-
keitswerte ebenfalls zwischen 2,5% und 97,5% liegen. Im letzten Beispiel gibt man N=500,
R=250, n=200 ein und ermittelt alle Zahlen x, so dass wieder 2,5% < Hyp(X<x) < 97,5% gilt.5’

4. Resiimee

e Vorsicht bei der o-Regel! Sie setzt voraus, dass die betrachtete ZufallsgréBe ausreichend
normal- bzw. normal- und binomialverteilt ist. Dies klar zu erkennen und richtig zu Gberpru-
fen ist fir Anfanger schwierig. Die o-Regel sollte daher nicht zu friih eingesetzt werden. Das

5 Unter www.stefan bartz.de/materialien

6 Werden 2,5% und 97,5% nicht genau getroffen, wird hier nicht wie oben nach auBen /*\, sondern in beiden Fallen nach rechts \*\
gerundet; d.h. man nimmt diejenigen Werte in das zu bestimmende Intervall auf, bei denen 2,5% bzw. 97,5% zum ersten Mal
Ubertroffen werden. Somit verbleiben weniger als 2,5% der Histogrammflache am linken bzw. rechten Rand.

7 Durch das Excelblatt werden Tabellenwerke im Stochastikunterricht iiberfliissig. Zusétzlich kénnen die Graphen der jeweiligen
Verteilungen Ubereinander eingeblendet werden. Sie veranschaulichen ebenfalls, dass die oben dargestellte hypergeometri-
sche Verteilung zwar gut mit der entsprechenden Normal- nicht jedoch mit der Binomialverteilung Gbereinstimmt. Weitere
Erlauterungen sind im Artikel ,Excelblatt vereinfacht Stochastik” (ebenfalls unter www.stefanbartz.de/materialien) zu finden.


http://www.stefanbartz.de/dateien/stochastik.xls
http://www.stefanbartz.de/materialien
http://www.stefanbartz.de/materialien

obige Excelblatt erlaubt, dass alle Hauptstreubereiche und Vertrauensintervalle zunachst an-
hand der tatsdchlichen Verteilung bestimmt werden. Erst wenn die Schiiler mit den tatsachli-
chen Verteilungen keine Probleme mehr haben, sollte zur o-Regel — d.h. zu einer Néherungs-
verteilung, die parallel zur tatsachlichen betrachtet wird — gewechselt werden.
e Bereits einfache Umfragen erfordern Hypergeometrische Verteilungen (,Ziehen ohne Zu-
ricklegen”). Dieser Verteilungstyp ist von so grundlegender Bedeutung und lasst sich so
leicht in Anlehnung an die Binomialverteilung (,Ziehen mit Zurticklegen”) vermitteln, dass er
in keinem Stochastikkurs fehlen darf. Seine enorme didaktische Relevanz wird vielfach unter-
schatzt. Die Beispiele verdeutlichen, dass ohne diese 3. Grundverteilung weder ein sicherer
Umgang mit der o-Regel noch mit Verteilungen generell erlangt werden kann.
Wieso spielt die o-Regel innerhalb der Stochastik eine so wichtige Rolle? Zum einen, weil Nor-
malverteilungen aufgrund des Zentralen Grenzwertsatzes (ZGWS) allgegenwartig sind und die
o-Regel somit in vielen Fallen gliltig ist. Vor allem aber, weil wichtige Kernzusammenhange der
Stochastik erst mithilfe der o-Regel tberblickt und verstanden werden kénnen (s. Anhang).
Die in der Literatur verwendeten Begriffe ,Prognoseintervall”, ,Schwankungsintervall”, ,An-
nahmebereich”, ,Ablehnungsbereich”, ,Verwerfungsbereich”, ,Hauptstreubereich”’, ... mei-
nen im Prinzip dasselbe und sollten durch einen einzigen ersetzt werden. Der Begriff ,Haupt-
streubereich” birgt die meisten Vorziige: Er stellt das Grundphédnomen und nicht das Berech-
nungsziel in den Fokus; das fordert das Verstandnis und verhindert eine Begriffsinflation. Der
Name ,Streubereich” signalisiert, dass man diesen Bereich mit dem StreumalB ¢ messen kann.
AuBerdem kann das Ergebnis eines Hypothesentests mit dem Begriff ,Hauptstreubereich”
klarer und verstandlicher ausgedriickt werden, etwa: ,Da das Stichprobenergebnis auBerhalb
des Hauptstreubereichs von Hy liegt, kann es als auBergewdhnlich, als (berzufdllig, als signifi-
kant angesehen werden."

(Anhang) Die o-Regel zeigt den Zusammenhang zwischen: dem ZGWS | dem Hauptstreubereich
um h | dem Vertrauensintervall um p | der Tschebyschow-Ungleichung | dem Gesetz der groen Zahlen.

Wenn: X ausreichend normal- und binomialverteilt ist ZGWS, Faustformeln (023; N>20n)

dann: P( p-196 o < x< p+1,96 o) ~ 0,95 o-Regel*

= P(np-1,96,/np(1-p) < x < np+1,96,/np(1-p)) = 0,95 |:n (bleibt normalverteit)

1,96//p(1-p) X 1,96,/p(1-p) x : L
= P( p- Y- < p < + T) =~ 0,95 [hi=—(relative Haufigkeit)
1,96/p(i- 1,96./p(1p)
= P( p- $ < h< AF #) =~ 095 M Hauptstreubereich um h
< A
\L/Q} \/}/\/g
A9 2z

\p1p~\h(1 h)

1 1 Z 3
P(p- =< hs<p+£)2095 P(h + 2R > p > - Z2B0R) & 0,05 |

B Empirisches Gesetz der groBen Zahlen
(Stabilisierung innerhalb des 1/+/n Trichters)

P(h— Lo h(1 <p< h+ L h(1 ) 0,95 M vertrauensintervall um p

b := Intervallbreite

P
<«

| quadrieren

_ 5. 1.96yp(1-p)
b 2 —F

nb? = 4-1,962p(1-p) | p1-p) <025
2
1,96
n 7 B Abschatzung
* Dass die 0-Regel bei allen normalverteilten ZufallsgroBen gilt, lasst
des Stichprobenumfangs bei vorgegebenem b sich durch die Berechnung des Integrals f"wsa Nor,, ;(X=x) dx zeigen.




